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Matematic¢ko ocekivanje slu¢ajnog vektora

o Vektor predstavljamo kao matricu-vrstu: x = (x1,X2,...,Xn)
@ Skalarni proizvod vektora : (a,b) = aiby + aiby + - - - anbp.

Matemati¢ko olekivanje vektora X = (Xi,...X,) definise se kao
E(X)=(EX,EXy,...,EX),).
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Matrica kovarijanse
Slu&ajni vektor: X = (X1,...,X,), n > 2 sa varijansama o; > 0.

matrica kovarijanse: C(X) = ||Cov (X, Xj)||7 ;=1

Var (Xl) COV (Xl, Xg)

2D primer : X = (X1, X2) 1 C(X) = ‘ Cov (X2, X1)  Var (Xz)

2
01 P1,20102

2D primer : X = (X1, X2): C(X) =
prmer (%, %) %) p1,20102 03

Determinanta matrice iz primera je:

o1 £1,202
p1,201 02

0102

= o1o3(1 - p15)
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Osobine matrice kovarijanse

@ Matrica kovarijanse je pozitivno definitna [pozitivna semi-definitna] za
svaki vektor a dimenzije n vaZi da je (a, C(X)a) > 0, tj.

zn:zn:a;C,-jaj >0

i=1 j=1

Ekvivalentno: Sve sopstvene vrednosti su nenegativne.
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Osobine matrice kovarijanse

@ Matrica kovarijanse je pozitivno definitna [pozitivna semi-definitna] za

svaki vektor a dimenzije n vaZi da je (a, C(X)a) > 0, tj.
Z Z a,-C,-jaj >0
i=1 j=1

Ekvivalentno: Sve sopstvene vrednosti su nenegativne.

@ Determinanta matrice kovarijanse je > 0.
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Osobine matrice kovarijanse

@ Matrica kovarijanse je pozitivno definitna [pozitivna semi-definitna] za

svaki vektor a dimenzije n vaZi da je (a, C(X)a) > 0, tj.

n n
22 2iGi3 =0
i=1 j=1
Ekvivalentno: Sve sopstvene vrednosti su nenegativne.
@ Determinanta matrice kovarijanse je > 0.

@ Matrica kovarijanse za afinu transformaciju:
Slu&ajni vektor X,«1, matrica A,xn, vektor b,x1:
C(AX +b)=A-C(X) AT
Za n=1: Var(aX + b) = aVar (X)a = a*Var (X).

Milan Merkle U vige dimenzija ETF Beograd

4/14



Osobine matrice kovarijanse

@ Matrica kovarijanse je pozitivno definitna [pozitivna semi-definitna] za
svaki vektor a dimenzije n vaZi da je (a, C(X)a) > 0, tj.

n n
> 2 aiCyai 20
i=1 j=1
Ekvivalentno: Sve sopstvene vrednosti su nenegativne.

@ Determinanta matrice kovarijanse je > 0.

@ Matrica kovarijanse za afinu transformaciju:
Slu&ajni vektor X,«1, matrica A,xn, vektor b,x1:
C(AX +b)=A-C(X)-AT
Za n=1: Var(aX + b) = aVar (X)a = a*Var (X).

@ Za svaku simetri¢nu i pozitivno definitnu matricu C postoji sluéajni
vektor X sa matricom kovarijanse C (nije jedinstvena raspodela).
Dokaz: strana 103.
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Kada je matrica kovarijanse regularna 7

Po definiciji, C je regularna ako je det C # 0. U slu¢aju matrice

kovarijanse, det C > 0 ako i samo ako je ispunjen jedan od sledecih
ekvivalentnih uslova:
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Kada je matrica kovarijanse regularna 7

Po definiciji, C je regularna ako je det C # 0. U slu¢aju matrice

kovarijanse, det C > 0 ako i samo ako je ispunjen jedan od sledecih
ekvivalentnih uslova:

e Sve sopstvene vrednosti su pozitivne (dokaz: det C = A1 - A+ \p)

vy
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Kada je matrica kovarijanse regularna 7

Po definiciji, C je regularna ako je det C # 0. U slu¢aju matrice

kovarijanse, det C > 0 ako i samo ako je ispunjen jedan od sledecih
ekvivalentnih uslova:

e Sve sopstvene vrednosti su pozitivne (dokaz: det C = A1 - A+ \p)
@ Za svaki vektor a = (a1,...,ap) # 0

n n
ZZa;Cijaj >0

i=1 j=1

.
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Kada je matrica kovarijanse regularna 7

Po definiciji, C je regularna ako je det C # 0. U slu¢aju matrice

kovarijanse, det C > 0 ako i samo ako je ispunjen jedan od sledecih
ekvivalentnih uslova:

e Sve sopstvene vrednosti su pozitivne (dokaz: det C = A1 - A+ \p)
@ Za svaki vektor a = (a1,...,ap) # 0

n n
ZZ a,-C,-jaj >0
i=1 j=1

o Ne postoji nikakva afina relacija izmedu Xy, ... X,, tj. ako za svaki
vektor (a1, . ..ap) vaZi da je

P(Z a Xk = b) <1
k=1

v
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Kvadratni koren matrice korelacije

e Neka je C regularna matrica kovarijanse slu¢ajnog vektora X. Tada
postoji simetrina kvadratna matrica C1/2 takva da je CY/2.CY2 = C

e Algoritam: strana 304. Za detaljnije obrazloZenje videti udzbenik iz
linearne algebre (Axler).
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Kvadratni koren matrice korelacije

e Neka je C regularna matrica kovarijanse slu¢ajnog vektora X. Tada
postoji simetrina kvadratna matrica C1/2 takva da je CY/2.CY2 = C

e Algoritam: strana 304. Za detaljnije obrazloZenje videti udzbenik iz
linearne algebre (Axler).

Analogije sa jednodimenzionalnim slu¢ajem:
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Kvadratni koren matrice korelacije

e Neka je C regularna matrica kovarijanse slu¢ajnog vektora X. Tada
postoji simetri¢na kvadratna matrica C1/2 takva da je CY/2.CY2 = C

e Algoritam: strana 304. Za detaljnije obrazloZenje videti udzbenik iz
linearne algebre (Axler).

Analogije sa jednodimenzionalnim slu¢ajem:

2

eo0- = C
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Kvadratni koren matrice korelacije

e Neka je C regularna matrica kovarijanse slu¢ajnog vektora X. Tada
postoji simetri¢na kvadratna matrica C1/2 takva da je CY/2.CY2 = C

e Algoritam: strana 304. Za detaljnije obrazloZenje videti udzbenik iz
linearne algebre (Axler).

Analogije sa jednodimenzionalnim slu¢ajem:

2

eo0- = C

e 0 — CY2 kao matrica
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Kvadratni koren matrice korelacije

e Neka je C regularna matrica kovarijanse slu¢ajnog vektora X. Tada
postoji simetri¢na kvadratna matrica C1/2 takva da je CY/2.CY2 = C

e Algoritam: strana 304. Za detaljnije obrazloZenje videti udzbenik iz
linearne algebre (Axler).

Analogije sa jednodimenzionalnim slu¢ajem:

2 —= C

Q@ 0O
e 0 — CY2 kao matrica

@ 0 —> +det C kao skalar
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Kvadratni koren matrice korelacije

e Neka je C regularna matrica kovarijanse slu¢ajnog vektora X. Tada
postoji simetri¢na kvadratna matrica C1/2 takva da je CY/2.CY2 = C

e Algoritam: strana 304. Za detaljnije obrazloZenje videti udzbenik iz
linearne algebre (Axler).

Analogije sa jednodimenzionalnim slu¢ajem:

002 — C

e 0 — CY2 kao matrica
@ 0 —> +det C kao skalar

oﬁﬁcfl
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Visedimenzionalna normalna raspodela

Definicija 4.8 Neka je C regularna pozitivno definitna matrica n x n, i
neka je b vektor dimenzije n. Gustina n-dimenzionalne normalne raspodele
definisana je za svako x = (x1, ..., xp) pomocu jednakosti

- 1 (_{x=b,CMx—b)
)= ayavaere °° ( 2 )

b=EX=(EX,EXs,...,EXp)
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Visedimenzionalna normalna raspodela

Definicija 4.8 Neka je C regularna pozitivno definitna matrica n x n, i
neka je b vektor dimenzije n. Gustina n-dimenzionalne normalne raspodele

definisana je za svako x = (x1, ..., xp) pomocu jednakosti
1 (x — b, C‘l(x—b)))
f(xX) = ——————exp | —
0= oy o ( 2
Zan=1:

b=EX=(EX,EXa,...,EXp)
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Visedimenzionalna normalna raspodela-2

2
o1 pPO1092
2
pPO102 g

1
ofo3(1 - p)?

ch):‘

C'= :

poO102

g5 pPoO102

,det C = 6203(1 — p)?

(x —m)?

( ) 1 ( 1
x,y) = exp
2no1024/1 — p?

S 2(1—p?)
(v - Mz)z

_2p(X — p1)(y — p2) +

0102 o5
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2D gustina raspodele

Slika
. Gustina dvodimenzionalne normalne raspodele za 01 = 1,00 =3 i
p=0.5.
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Karakterizacija normalne raspodele

Teorema 4.12 Slu&ajni vektor X = (X, ..., X,) ima n-dimenzionalnu
normalnu raspodelu ako i samo ako postoji regularna matrica A i vektor b
tako da je

X=AZ+b

gde je Z slu¢ajni vektor Cije su komponente Z1, . .., Z, nezavisne
standardne normalne slu¢ajne promenljive.

Za datu matricu kovarijanse C, matrica A je definisana sa A = C1/2,
odnosno A- A= C.

(X—b)CV2=7Z
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Osobine normalne raspodele

Teorema 4.8 Ako slucajni vektor (X, Y) ima zajedni¢ku 2D normalnu
raspodelu, onda je X ~ N(u1,0%), Xo ~ N(p2,03) i p(X,Y)=p
Drugim re¢ima, ako je zajedni¢ka raspodela 2D normalna, onda su
marginalne raspodele normalne.

Obrnuto ne mora da vaZi!! Primer-zadatak 93.

Ako su X i Y normalne slu¢ajne promenljive, njihova zajedni¢ka raspodela
ne mora biti normalna!
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Osobine normalne raspodele

Teorema 4.8 Ako slucajni vektor (X, Y) ima zajedni¢ku 2D normalnu
raspodelu, onda je X ~ N(u1,0%), Xo ~ N(p2,03) i p(X,Y)=p
Drugim re¢ima, ako je zajedni¢ka raspodela 2D normalna, onda su
marginalne raspodele normalne.

Obrnuto ne mora da vaZi!! Primer-zadatak 93.

Ako su X i Y normalne slu¢ajne promenljive, njihova zajedni¢ka raspodela
ne mora biti normalna!

Teorema 4.9 Ako slucajni vektor (X, Y) ima 2D normalnu raspodelu sa
koeficijentom korelacije p = 0, onda su X i Y nezavisne.

To ne znaci da svake dve nekorelisane normalne slucajne promenljive
moraju biti i nezavisne! Primer-zadatak 292
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Ocena koeficijenta korelacije

Imamo uzorak obima n. Ocena koeficijenta korelacije - uzoracki koeficijent
korelacije je

n

> Xk — ix)(Yi — fiy)

k=1

n n 1/2
(Z(Xk —ix)?) (Ve — ﬁv)2>

k=1 k=1

o=
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Raspodele statistika

Teorema 9.1. Ako slucajni vektor (X, Y) ima dvodimenzionalnu
normalnu raspodelu sa p = 0, tada statistika

T_ﬁ n—2
_—1—/32

ima t(n — 2) raspodelu.
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Raspodele statistika

Teorema 9.1. Ako slucajni vektor (X, Y) ima dvodimenzionalnu
normalnu raspodelu sa p = 0, tada statistika

ov/n—2
V1-—p?

T =

ima t(n — 2) raspodelu.

Teorema 9.2. Ako slucajni vektor (X, Y) ima koeficijent korelacije p,
tada je raspodela statistike

1. 1+4p
y gy
2 %15

asimptotski (kad n — +o00) normalna, sa

1+p 1
ET = Io Var T = ——
7 BT n—3
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Testiranje hipoteza

Primer 165. /z uzorka obima n = 27 iz dvodimenzionalne normalne
raspodele dobijeno je p = 0.6. Sa nivoom znacajnosti o = 0.05 testirati
hipotezu Hy : p = 0 protiv alternativne hipoteze Hy : p > 0.
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