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Uvod

Interesovanje za koris¢enje metoda iz oblasti stohasti¢kog rauna je u neprekidnom porastu u
poslednjih dvadeset godina. Modeli stohastickog raCuna nalaze primenu u raznim oblastima, kao $to
su finansije, biologija (DNK analiza), fizika i mnoge druge. Jedna od velikih oblasti primene jeste finansijska
matematika u kojoj se stohasti¢ki racun, izmedu ostalog, koristi za zadavanje cena finansijskih instrumenata
(predmeti trgovine na finansijskom trZiStu), za smanjenje i kontrolu rizika (tzv. hedZing), kao i za modelovanje
raznih drugih pojava na trZistu.

Posmatrano sa stanovita primene, stohasti¢ki raCun moZe se opisati kao oblast matematike koja se
bavi infinitezimalnim radunom, integracijom funkcija koje su nigde diferencijabilne, dok neophodnost stohasti¢kog
raduna proizilazi iz potrebe da se u modeliranje pojava, pomocu diferencijalnih jednacina, ukljue faktori
neizvesnosti, odnosno faktori koji se ne mogu unapred predvideti. Zbog toga se u postupke modeliranja ukljucuju
sluéajne funkcije, koje zovemo slu€ajnim procesima. Poznati primeri slu¢ajnih procesa su Markovski procesi,
Braunovo kretanje, Puasonov proces, itd.

Slucajni procesi kojima ¢u se baviti u ovom radu su ltoovi (It6) sluCajni procesi, koji mogu da se
predstave kao suma deterministicke komponente (komponenta koju moZemo da predvidimo) i stohastiCke
(slucajne) komponente, koja unosi odredenu meru neizvesnosti u na§ model. Itoovi procesi su reSenja
stohasti¢kih diferencijalnih jednadina difuzionog tipa, kod kojih je stohasti¢ka komponenta bazirana na procesu
Braunovog kretanja. Ovi procesi imaju mnogobrojne primene u raznim oblastima, a u novije vreme, posebno je u
literaturi dominantna primena u modeliranju cena finansijskih instrumenata.

Prilikom prou€avanja finansijskih podataka, predvidanje komponente neizvesnosti i konstrukcija modela
koji je opisuju zauzima vazno mesto u finansijskoj matematici. U primenama se za meru neizvesnosti' koristi
naziv volatilnost i ona se definise kao koeficiient kojim se mnozi diferencijal Braunovog kretanja u modelu Itoovog
procesa. U zavisnosti od modela, volatinost moZe biti konstanta funkcija, funkcija koja zavisi od vrednosti
procesa ili funkcija koja zavisi od dodatnih izvora slu€ajnosti (tzv. stohasticka volatilnost). Volatiinost je
neopservabilna veliCina i mora se ocenjivati na osnovu posmatranja ltoovog procesa u diskretnim vremenskim
trenucima. Klasiéna ocena volatilnosti je zasnovana na kvadratnoj varijaciji procesa. Medutim, u realnim
primenama utvrdeno je da ova metoda ne daje dobre rezultate u slucaju kada je frekvencija uzorkovanja veoma
velika, $to je tipiéna situacija sa podacima sa berze. Radi postizanja bolje ocene volatilnosti, u praksi se

T Mera neizvesnosti se u finansijskoj terminologiji interpretira kao rizik.



Uvod

primenjuje odbacivanje velikog dela raspolozZivih podataka, Sto je u suprotnosti sa osnovnim statistickim
principima.

U ovom radu baviéu se sistematizacijom znanja iz oblasti Itoovih slu€ajnih procesa i njihove primene,
kao i razmatranjem relativno novog metoda za ocenjivanje volatilnosti, publikovanog 2005. godine [1]. Novi
model razmatra prisustvo Suma prilikom obradivanja finansijskih podataka, zbog ¢ega se prilikom njegove
konstrukcije pretpostavija da se opservabilni proces (proces koji se posmatra) moze predstaviti u obliku zbira
ltoovog procesa i Suma. Navedeni model takode unosi korekciju odstupanja u odnosu na prethodne ocene
volatilnosti i za razliku od njih koristi sve raspolozZive podatke sa trZidta. Efikasnost ovog metoda ispituje se
pomoc¢u Monte Karlo simulacije i koriS¢enjem Hestonovog modela stohastic¢ke volatilosti.

Ovaj rad organizovan je u deset poglavlja. U uvodnom poglavlju je definisan pojam slu¢ajnog procesa i
njihovih specifiCnih karakteristika, a zatim su navedene klase slu¢ajnih procesa. Drugo poglavije objadnjava
proces Braunovog kretanja i opisuje njegove najznacajnije osobine. U ovom poglavlju je, radi boljeg razumevanja
simulacija, razmatran i postupak konstrukcije Braunovog kretanja pomocu talasi¢a. U treCem poglaviju Ce biti
predstavljena teorija ltoovog integrala, odnosno njegova egzistencija i konstrukcija, a potom ¢e biti detaljno
izvedena ltoova formula. U ovom poglavlju takode ¢emo objasniti i pojmove Itoovog procesa, kvadratne varijacije
i kovarijacije Itoovog procesa, kao i formulu za stohasti¢ku parcijalnu integraciju. U éetvrtom poglaviju su
navedeni elementi teorije stohasti¢kih diferencijalnih jednacina i detaljno tretirani poznati primeri stohastickih
jednagina, kao $to su LanZevinova i Blek-Solsova jednacina. U petom poglaviju su opisani osnovni pojmovi
berze, njena definicija i nacin funkcionisanja. Radi konciznijeg izlaganja u ovom poglavlju, napravila sam malu
digresiju i umesto neprekidnih modela detaljno sam opisala binomni matematicki model trZiSta. S obzirom da se
aproksimacijom binomnog modela uz jo§ nekoliko novih pretpostavki dobija neprekidan model trzista, ova mala
digresija ne¢e nas mnogo skrenuti sa nadeg cilja, odnosno neprekidnog modela trzista kojim se u ovom radu
bavimo. Ovim sam zelela da naglasim slozenost prelaza sa ekonomskih Cinjenica i opisa na matematicku
formalnu postavku modela, kao i da Sto slikovitije objasnim sam postupak razmisljanja tokom formalne
konstrukcije trZiSta. Zatim, u Sestom poglaviju Ce biti izloZena metoda ocene volatilnosti, koja je glavni predmet
rada, kao i rezultati Monte Karlo simulacije. U prilogu A navedene su dodatne matematic¢ke definicije i teoreme,
neophodne za razumevanje ovog rada, a u prilogu B nalaze se programi pisani u Matlabu, koji su koris¢eni za
simulacije i dobijanje navedenih rezultata.

Pored sistematizacije znanja iz ovih oblasti, ovaj rad ima za cilj demonstraciju primene navedene
metode za ocenu volatilnosti, kao i potvrdu teorijskih rezultata putem simulacije.
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bjasnicemo pojam slu¢ajnog procesa na primeru. Zamislimo da se u svakom trenutku t, nekog

vremenskog intervala posmatra jedna karakteristikaX fizickog sistema i neka je ona slu€ajnog
karaktera. Tada, skup svih slu€ajnih veli¢ina X;, teT, moZzemo posmatrati kao slu€ajnu veli¢inu koja se menja u
vremenu, gde za svako fiksirano teT vazi da je X, slu€ajna promenljiva, ref. [11]i [13].

= Slu€ajni proces (slucajna funkcija) je kolekcija sluCajnih promenljivin X;, koje su za svako fiksirano t
definisane na istom prostoru verovatnoca (Q,F,P), u oznaci:{ X, teT}.

= Ako je, za svako teT, prostor vrednosti procesa skup realnih brojeva IR, tada proces nazivamo realnim
procesom, a merljiv prostor (R,B) nazivamo faznim prostorom procesa.

= Skup T se naziva parametarskim ili indeksnim skupom. Obi¢no se indeks t interpretira kao vreme, a za
skup T se uzima interval [0,+o0) ili neki njegov podskup.

U zavisnosti od toga kakav je indeksni skupT, procese delimo na dve grupe:

(i) Ako je skupT diskretan skup, tada proces predstavlja niz slucajnih promenljivih, kaZe se i slucajni
proces sa diskretnim vremenom. Ako je skupT konacan, tada proces{ X} predstavlja slu¢ajan n-
dimenzionalni sluc¢ajni vektor, oblika (X1, Xiz,..-, Xn);

(ii) Ako je skup T interval, tada proces predstavija slucajni proces sa neprekidnim vremenom.

Pojam procesa moze da se interpretira na jo§ jedan nacin?, ako se za skup svih ishoda eksperimenta Q
izabere ba$ skup deterministiCkin funkcija, definisanih na intervalu T. Zamislimo dalje da se iz tog skupa
deterministickih funkcija nekim slu€ajnim mehanizmom bira jedna takva funkcija i obeleZimo je sa X. Na
pokazan nacin dobija se sluCajan proces. Svaka funkcija X; izabrana na ovaj nacin, naziva se trajektorija ili
realizacija sluajnog procesa. Prostor R" je prostor realizacije ili prostor trajektorija sluéajnog procesa.

Postoji i treca interpretacija procesa, ako zamislimo da se u svakom trenutku teT, nekim slu€ajnim
mehanizmom bira vrednost funkcije X;.

> Objasnjenje za postojanje dve interpretacije procesa nalazi se u &injenici da je proces funkcija dva argumenta:te Ti weQ,
tj.funkcija oblika: X (t,w). Za fiksirano vreme t dobija se funkcija X(t,e) koja je slu€ajna promenljiva, merljiva u odnosu na
o-polie F. Medutim, ako se fiksira argument w, dobija se realna deterministicka funkcija (trajektorija datog procesa), koja
zavisi od vremena t i oblika je: X(e,w): T—R.
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Napomena Navedena interpretacija u kojoj skup ishoda eksperimenta Q izjednacavamo sa skupom vrednosti
koje uzima proces X na nekom intervalu, moZe da se koristi samo u slucaju kada proces posmatramo izolovano
u odnosu na druge procese. Medutim, ¢esto se deSava u primeni da se skup ishoda nekog eksperimenta Q
sastoji iz velikog broja procesa, npr. u finansijskoj primeni skup ishoda Q je skup svih mogucih stanja
finansijskog trZiSta. Prema tome, u datom slucaju skup ishoda Q predstavija skup svih procesa koji opisuju
kretanje cena svih finansijskih instrumenata na datom trzistu, u tom slucaju druga interpretacija procesa nije
korektna.

Napomena Kada se definise proizvoljan sluajni proces, mora unapred da se definise i fiksira prostor njegovih
trajektorija.Prema tome,skoro uvek se pretpostavija da su trajektorije proizvoljnog procesa regularne,sto znaci da
one u svim taCkama poseduju i desni i levi limes i da su ili funkcije neprekidne zdesna ili neprekidne sleva, [15].

1.1 Raspodele slu¢ajnog procesa

Definicija 1.1 (Raspodele slu¢ajnog procesa). Neka je{ X} slucajni proces. Tada vazi:
= Za svako fiksirano teT dobija se jedna slu¢ajna promenljiva X;, koja ima svoj zakon raspodele odreden
odgovarajuéom funkcijom raspodele oblika: Fi(t;x)=P{X; < x}. Datu funkciju raspodele nazivamo
jednodimenzionalna funkcija raspodele? slu¢ajnog procesa{ X} .

= Svakoj fiksiranoj vremenskoj n-torci: (ty,..., t,) odgovara jedan slu¢ajan vektor (X1, X2,...,Xwn), gde se
raspodele ovako dobijenih slucajnih vektora nazivaju konac¢no-dimenzionalnim raspodelama 4 slu¢ajnog
procesa { X} i sledeéeg su oblika:

Fltut, oot 0 X0 %, X)) = BX <X, X <%, X <X}
Pokazuje se da ¢e za proizvoljan dati skup konaéno-dimenzionalnih raspodela postojati slu¢ajan proces
Cije su to raspodele, ali pod uslovima kompatibilnosti koji su dati u slede¢oj teoremi, ref. [11].
Teorema 1.1 (Teorema Danijel-Kolmogorova). Neka je data familija funkcija{ F1(t1,....,tn ; X1,....Xn)}, za koje
vazin=12,...; ti,...th€ TiXy,..., X, € R, ako su jo$ ispunjeni sledeci uslovi:
(i) Za svaku fiksiranu vremensku n-torku (ty,...,tn), vaZi da je sledeca funkcija:
(Xpeen X)) > F (U, 0 X %00 X))
zajednicka funkcija raspodele nekog slu¢ajnog vektora.
(i) Uslov simetrije. Svaka funkcija F, ostaje ista pri proizvoljnoj permutaciji parova (t; ,%;). Drugim re€ima,
za svaku permutaciju (j1,..., jn) Skupa (1,...,n) vazi sledeca jednakost:
N (SRR FD ST S L UTITT SE D P S

3 Jednodimenzionalni zakoni raspodele nisu dovoljni za karakterizaciju sluajnog procesa, osim u slu¢aju kada su vrednosti
procesa,u razliCitim vremenskim trenucima nezavisne.Zbog toga je neophodno znati viSedimenzionalne zakone raspodele
sluajnog procesa, videti [11].

4 lako su neophodne za karakterizaciju procesa, kona¢no-dimenzionalne raspodele ne odreduju jednoznaéno da li ¢e
trajektorija datog procesa biti neprekidna. DeSava se da postoje dve verzije procesa sa zajednickom konac¢no-
dimenzionalnom raspodelom i da jedna verzija procesa ima neprekidne trajektorije a druga verzija da ima prekide u
vremenu (takvi prekidi se nazivaju skokovi).

5 Uslov simetrije znaci da je funkcija F,, invarijantna u odnosu na permutacije svih n parova (t; ).
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(iii) Uslov saglasnosti. Za svako neN, vazi:
im F(t, ooyt 5 X, o, X )=F (oo, g 5 X, e, X )6

Xy —>+0
Tada postoji slu¢ajni proces X, teT, takav da funkcije F, predstavljaju njegove konaéno-dimenzionalne funkcije
raspodele. Drugo i tre€e svojstvo karakteriSu raspodele(verovatnoca) beskonacnih familija slucajnih promenljivih.

1.2 Slucajni proces — generalna teorija

Sluéajni proces { X}, teT, u opStem slu¢aju moze da se posmatra i kao preslikavanje izmedu dva
proizvoljna merljiva prostora (Q,F,IP) i (E,£), gde skup E predstavlja skup vrednosti procesa, a skupT indeksni
skup. U tom sluéaju, procesX; predstavijace kolekciju F/E-merljivih slu¢ajnih promenljivih, koje uzimaju vrednosti
iz skupa E. Radi uopstenijeg sagledavanja pojma slu¢ajnog procesa pogledati reference [15], [21] i [22].

Za fiksirano meQ dobija se odgovaraju¢a trajektorija procesa X, oblika X(w)=(x(w)), teT. Data
trajektorija, u navedenom generalnom slu¢aju, moZe da se posmatra i kao funkcija sa domenomT i vrednostima
u skupu E, tj. kao funkcija oblika:x(w): T—E. Prema tome, za svako fiksirano w slu€ajni proces X predstavljen je
funkcijom X(w), pa moze da se interpretira i kao sluCajna funkcija koja preslikava skup ishoda Q u neki
proizvoljan podskup prostora funkcija E'. U ovom slucaju prostor ishoda procesa je beskona¢no-dimenzionalan.
Ako pretpostavimo da je T interval realnih brojeva, tj. da je proces X realan, tada za skup ishoda Q uzimamo
podskup prostora svih realnih funkcija, koje su oblika: x(w): T—R. U slu€aju realnog procesa prostor svih realnih
funkcija obelezavaéemo oznakom R'.

Razmotrimo konstrukciju verovatnosnog modela za proces X, kada se vreme neprekidno menja izmedu
O i T. Buduéi da je prostor vrednosti slu¢ajnog procesa jednak skupu svih njegovih trajektorija, mozemo da
zakljugimo da ¢e prostor funkcija S=R', u koji se proces preslikava zavisiti od vrste trajektorija koje proces
poseduje, videti reference [9], [15]. Prema tome,

= Ako su trajektorije procesa neprekidne, onda je prostor funkcija S jednak skupu svih neprekidnih
funkcija na datom intervalu, koji Cemo oznaditi sa C[O,T].
= Opétiji model ovog prostora obuhvata procese Cije su trajektorije neprekidne zdesna i za koje postoji
levi limes u svakoj tacki (Right Continuous functions with Left Limits-RCLL; RRC). Navedene funkcije
poznatije su pod nazivom Cadlag funkcije (od francuskog Continue a droite, limitée a gauche).Nadalje u
tekstu za prostor S koristiCemo skup svih Cadlag funkcija na intervalu [0, T], koji éemo oznaditi sa:
S=D[0,T].
Buduci da se proces interpetira kao slu¢ajno preslikavanje sa beskona¢no-dimenzionalnim prostorom ishoda,

prirodno je da se postave sledeca pitanja:

Kako treba da se definise o-polje na prostoru funkcija E' ?
Kako se zadaju verovatnoce u beskonacno-dimenzionalnim prostorima ?

Odredivanje o-polja i verovatnoée na prostoru funkcija E' direktno je vezano sa uvodenjem mere u dati
prostor kao i odredivanjem kriterijuma merljivosti podskupova datog prostora E'.Zato uvodimo pojam cilindri¢nog
skupa, tj. skupa funkcija na kojem ¢e se kasnije formirati 0-polje datog prostora, ref. [16] i [22].

6 |z uslova saglasnosti sledi, da zadavanje funkcije Fy, za n>2 istovremeno odreduje i Fy, 1 < k < n-1.
7 Podsetimo se da smo u konaéno-dimenzionalnim prostorima, verovatnoce odredivali pomocu funkcija n-dimenzionalnih
raspodela.
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Neka je B proizvoljan podskup, za koji vazi BCR" i neka je (ty,...,t,) proizvolina n-torka. Tada, skupove:
{X(w)€R": (X, Xi2,..., X n) €B} nazivamo cilindrima prostora R" nad osnovom B ili cilindriénim skupovima. Ako
je osnova BeB(R") Borelov skup, tada se navedeni skup naziva Borelov cilindar. Preciznije objasnjenje
navodimo u sledecoj definiciji.

Definicija 1.2 Skupove funkcija: Cu,..., n (B)={X(»)()e R' : X(@)(t)€B; ,..., X(w)(t,)eB,} zovemo
cilindriénim skupovima na prostoru R', sa osnovom B = (By,Bs,,...,By), duz koordinata (ty,...,t,). Pri tome, vaZi
da su skupovi B; proizvoljni Borelovi skupovi u R, sledeceg oblika . Bi=(-o0,a], odnosno B;={-oo< X(.)(t1)< a} .

Definicija 1.3 Minimalno o-polje formirano nad kolekcijom? svih Borelovih cilindara zove se Borelovo o-polje
podskupova prostora R i oznagava se oznakom B'. Elementi o-polia B' nazivaju se Borelovi skupovi u
beskonacno-dimenzionalnom prostoru (R',B).

Primetimo da pojam slucajne promenljive moze da se generalizuje do pojma slu€ajnog elementa, tako
§to skup vrednosti slu¢ajne promenljive (skupR) zameni proizvoljnim merljivim prostorom (E,£), videti [21] i [22].
Definicija 1.4 (Slucajni element). Neka su (Q,F) i (E,£) dva proizvoljna merljiva prostora.Tada, funkciju f koja
preslikava: f :(Q,F)—(E,&) nazivamo slucajnim elementom prostora E, ako je funkcija f F/&-merljiva. Drugim
re¢ima, ako je: f(B)e F,Be £ (1.1)

Prema ovoj definiciji slugajni proces je slu¢ajni element prostora (R",B"), odnosno slugajni proces je
preslikavanje oblika: X(e,7): Q—(R",B"), koje je F/B" - merljivo.

Funkcija verovatnofe se u beskonacno-dimenzionalne prostore uvodi tako $to se prvo definie na
cilindriénim skupovima, a zatim se proSiruje na o-polje generisano datim cilindriénim skupovima, odnosno o-polje
B', pogledati referencu [16]. Pri tome, mora se voditi racuna da funkcija verovatno¢e bude dosledna prilikom
dodeljivanja njenih vrednosti razli¢itim cilindri¢inim skupovima, da ne bi doSlo do nekih kontradikcija.Prema tome,
kako je sproveden postupak uvodenja mere i kriterijuma merljivosti na prostoru funkcija, moZzemo sa lako¢om da
opiSemo meru verovatnoée na prostoru (R',B"). Verovatno¢a je data sledeéim izrazom:

P, (B):=P{weQ: X(w)eB}),gdejeBeB". (1.2)
Na ovaj nacin smo definisali prostor verovatnoée, koji se odnosi na skup vrednosti slu¢ajnog elementa X. Prostor
verovatnoce slucajnog elementa se u generalnom slucaju obelezava oznakom: (E, £, P, ) ,dok se u sluCaju kada

se prostor ishoda poklapa sa prostorom funkcija, obelezava oznakom: (R",B",Py).
Prema tome, u najopstijem sluCaju vaZzi da je slucajni element preslikavanje tripleta, koje ispunjava uslove (1.1) i
(1.2) i oblika je: X:(QF,P)—>(EEPR).

Tada, u zasebnim slu¢ajevima vazi:
= Ako je skup vrednosti slu€ajnog elementa X oblika: E=R, tada jeX slu¢ajna promenljiva;

= Ako je skup vrednosti slu¢ajnog elementa X obllika: E=R", tada je X sluajni vektor, gde je n dimenzija
datog vektora;

= Ako je skup vrednosti slu¢ajnog elementa X oblika: E=R', tada je X slu¢ajni proces; Pri tome, ako je
E=DI[0,T], tada je X sluéajni Cadlag proces, a ako je E=C[0,T], tada je X slu€ajni proces sa
neprekidnim trajektorijama.

8 Borelovi cilindri mogu da se posmatraju i kao inverzne slike Borelovih skupova prostora R".
9 Kolekcija svih Borelovih cilindara je algebra, odnosno polje.
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1.3  Osnovni pojmovi i osobine slu¢ajnog procesa

U osnovne pojmove sluéajnog procesa spadaju:

Pojam filtracije i filtriranog prostora u neprekidnom i diskretnom vremenu
Merljivost, adaptiranost, progresivnost i predvidljivost
Vreme zaustavljanja

vV VY

1.3.1 Pojam filtracije i filtriranog prostora u neprekidnom i diskretnom vremenu

Neka je vreme u kome se posmatra neka pojava diskretno, tada filtracijom nazivamo rastuéi niz o-polja koji je
oblika: F={FcKERcFKc.}.

Primer 2.1

Za primer diskretne filtracije nave$éemo eksperiment uzastopnog bacanja nov€i¢a, u kome filtracija Fy sadrZi
sve dogadaje koji mogu da se dobiju iz prvih k-bacanja nov€i¢a. Drugi primer koji navodimo za diskretnu filtraciju
je kada F\ €ine svi dogadaiji koji su utvrdeni vrednostima akcija u trenucima od 1,2,...,k (gde se vrednosti akcija
posmatraju u diskretnom vremenu), ref. [9].

Napomena Filtracija u diskretnom i u neprekidnom vremenu moze da se koristi kao model za protok
informacija. Jer, kako vreme prolazi, posmatrac dobija sve detaljniji uvid u moguce ishode eksperimenta, odakle
zakljuéujemo da se skup informacija viremenom povecava. Osobina filtracije da raste s vremenom odgovara
Cinjenici da se informacija pamti u viemenu. Prema tome, o-polja filtracije opisuju trenutni stepen informisanosti o
mogucim ishodima eksperimenta.

Definicija 1.5 (Filtracija). Neka je © neprazan skup. Ako za svako teT postoji o-polje F; i ako za svako si t
vazi: s<t = F;CF,, tada familiju rastucih o-polja, u oznaci: F={ F}, 0< t< T, nazivamo filtracijom °.

Parametar t moze da uzima vrednosti iz konacnog diskretnog ili beskonacnog diskretnog skupa:
te{0,1,...,N}, No ili moZe da uzima vrednosti iz neprekidnog skupa: te[0,T], [0,+). Prostor verovatnoce
snabdeven filtracijom svojih c-polja naziva se filtrirani prostor verovatnoce i obeleZava kao uredena Cetvorka
(QF,F,P).
Definicija 1.6 (o-polje generisano slu¢ajnim procesom).
o-polje oblika: Fy =c(X, : u < t), naziva se o-polie generisano slucajnim procesom X,, u < t i predstavija
najmanje o-polje koje sadrzi sve skupove oblika: { w: Xy(w) < a}, 0< u <t, aeR Navedeno c-polje sadrzi sve
informacije o procesu X, od nultog trenutka zakljuéno sa trenutkom t, pogledati ref. [9].
Definicija 1.7 (Uobicajeni uslovi filtracije). Neka je F ={F,}, 0< t <T, filtracija na intervalu t€[0,T]. Uvodimo
sledece pojmove:

(i) Neka je C kolekcija svih skupova B iz o-polja 7 , takvih da je:
C={B:P(B)=0i Be /=0{X,:u<T}}.
Tada, kolekciju N={ A: AcB i BeC}, nazivamo kolekcijom NULL skupova.

10 Filtracija opisuje kako se informacija otkriva s vremenom.
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(i) Zafiltraciju IF kazemo da je neprekidna sa desne strane', ako za svako t vazi:
£+:ft’ '7:;4—: ﬂ ‘7:5'
s>t

(iii) Za filtraciju [F kazemo da je kompletna ako F, sadrzi sve NULL skupove'?.

Ako za filtraciju IF vaze osobine (ii) i (iii) onda kazemo da IF ispunjava“uobicajene uslove filtracije”, za svako
vreme te[0,T], pogledati [9] i [18].

Napomena “Uobicajeni uslovi filtracije” su pretpostavke koje se dodatno uvode, uglavnom iz tehnickih
razloga. Objasnimo kako se formira filtracija ={F}, 0<t <T, sa uobiCajenim uslovima. DefiniS§imo prvo o-polje
generisano procesom {Xs}, s€[0,T] do trenutka t i 0oznacimo ga oznakom: F° =o(X, : u < t). Dalje, formirajmo
najmanje o-polje koje sadri sledece skupove: a-polje F{ i kolekciju Null skupova (koji ne pripadaju o-polju F).
Novo o-polje oznaéimo oznakom F *.Navedeni postupak dodavanja kolekcije Null skupova postojeéem o-polju
nazivamo kompletiranjem o-polja FL. Da bi uobiéajeni uslovi filtracije bili ispunjeni, mora da vazi jo§ jedan uslov,
a to je da data filtracija bude neprekidna sa desne strane. Prema tome, formirajmo novo o-polje, u oznaci F,,
koje mora da sadrZi staro a-polje F;'i za koje se dodatno zahteva da bude nepekidno zdesna, tj. za o-polje F;
mora da vazi sledeée: Fi=/1.>0 Frss

1.3.2 Merljivost, adaptiranost, progresivnost i predvidljivost slu¢ajnog procesa

Definicija 1.8 (Merljivost procesa). Neka je{ X}, te[O,T] slucajan proces definisan na merljivom prostoru
(Q,F,IP) sa vrednostima u prostoru (IR,B). Za slu€ajan proces kaze se da je merijiv (u odnosu na proizvod o-
polja) ili merljiv po paru promenljivih (w,t), ako za svako Be B, vazi:

{(®o,1): X(w,t) e B} € Fx B([0,T]), (1.3)
gde je B([0,T]) Borelovo o-polje formirano na intervalu [0,T], dok FxB([0,T]) predstavlja najmanje o-polje
formirano nad skupovima Dekartovog proizvoda.

Teorema 1.2 (Fubinijeva teorema). Neka je{ X}, te[O,T] merljiv slu¢ajni proces. Tada vaze slede¢e osobine:
(i) Skoro sve trajektorije procesa su merljive funkcije.
(ii) Ako matematicko oCekivanje E(X;) postoji za svako t,tada je funkcija E(X;) merljiva po promenljivoj t.
(iii) Ako je ST merljiv podskup i ako vaii:fSE|Xt|dt < +o0, tada su skoro sve trajektorije procesa X
integrabilne i sa verovatno¢om jedan vazi sledeci identitet:

Efs X, dt = [{E(X,)dt < +o0. (14)

Neka je F filtracija rastu¢ih o-polja na prostoru Q. Kao posledica merljivosti procesa u odnosu na
razliCita o-polja podskupova prostora Qx[0,T] javljaju se razliCite klase procesa kao $to su: adaptirani,
progresivno merljivi procesi, predvidljivi procesi, itd.

Definicija 1.9 (Adaptirani proces). Za proces{ X} se kaze da je adaptiran ili prilagoden filtraciji F, ako je za
svakot € T slu¢ajna promenljiva X; F,-merljiva.

" Interpretacija ove osobine je da se za svaku informaciju koja se otkrije u malom vremenskom intervalu odmah nakon
vremenskog trenutka t podrazumeva da je poznata i u trenutku t.
12 |deja se sastoji u tome da se svi podskupovi skupova mere nula ukljuée u pocetnu filtraciju Fobilo da su merljivi ili ne.



1. Slucajni procesi

Definicija 1.10 (Progresivna merijivost procesa). Neka je{ X}, t€[0,T] slucajan proces definisan na merljivom
prostoru (Q,F,IP) sa vrednostima u prostoru (IR,B) i neka je { F,} neprekidna filtracija na (Q,F). Za slu€ajan
proces se kaze da je progresivno merljiv ili progresivan, ako za svako B € B i za svako t > 0 vazi:

{(@,9): s<t, X(w,5)eB} € Fx B([0,1]). (1.5)

Drugim re€ima, za proces{ X}, te[0,T] kazemo da je progresivan, ako za svako t > 0, vazi da je preslikavanje
iz merljivog prostora Qx[0,t] u merljiv prostor (R,B), FxB([0,t]) - merljivo.

Napomena Svaki progesivno merljiv proces{Xg}, te[0,T], u odnosu na filtraciju {F} je ujedno i merijiv i
adaptiran proces u odnosu na datu filtraciju, ali obrnuto, u opStem slucaju ne mora da vaZi. MoZe se pokazati da
je svaki adaptirani proces sa osobinom neprekidnosti sa leve ili desne strane progresivno merljiv proces.

S obzirom da se procesi dele na procese sa neprekidnim i one s diskretnim vremenom, nave$éemo dve
definicije predvidljivosti procesa, pogledati [9].
Definicija 1.11 (Predvidljivost procesa sa diskretnim vremenom). Neka je data filtracija F sledeceg oblika:
F={Fo,F1,....Fn....F1 }. Tada, za proces s diskretnim vremenom X, kazemo da je predvidijiv (predictable) u
odnosu na datu filtraciju IF, ako za svako t vaZi da je slu€ajni proces X;, Fr.1 - merljiv'e,

Definicija 1.12 (Predvidljivost procesa sa neprekidnom vremenom).

o-polje na prostoru R.x Q koje je generisano svim adaptiranim procesima, Cije su trajektorije neprekidne sleva,
naziva se predvidljiivo o-polje i obeleZava se oznakom P.

Za realan slu€ajni proces, koji se definiSe kao preslikavanje: X;: R.xQ — R, kazemo da je predvidijiv, ako je
merljiv u odnosu na predvidljivo c-polje P.

Teorema 1.3 (Dovoljni uslovi za predvidljivost procesa). Dovoljni uslovi za predvidljivost procesa X, u
neprekidnom vremenu glase:
(i) X, je adaptiran i neprekidan sleva (specijalno, moze da bude adaptiran i nepekidan proces).

(ii) X, je graniCna vrednost procesa, koji je adaptiran i neprekidan sleva.

(iii) X, je Borel-merljiva funkcija predvidljivog procesa.

Primer 2.2

Kao primer predvidljivog procesa navodimo proces koji opisuje broj akcija (deonica), koje investitor poseduje u
trenutku t. Koli¢ina akcija/deonica koju ¢emo, u datom trenutku t, kupiti ili prodati utvrduje se na osnovu
informacija koje imamo do i zaklju¢no sa trenutkom t-1, pa je prema tome ovaj proces predvidljiv u odnosu na
filtraciju koja je generisana procesom cena, [9].

Definicija 1.13 (Modifikacija/Verzija procesa). Neka su slucajni procesi X; i Y, definisani na istom prostoru
verovatnoce (Q,F,IP). Tada, za sluajni proces {X}, te[0,T] kazemo da je modifikacija procesa Y, ako za svako
te[O,T] vazi izraz:

P{X, =Y} =P{o: X(ot)=Y(o,1)}=1.

13 MoZe da se kaZe da je proces predvidljiv ako je vrednost procesa X u trenutku ¢ odreduje se na osnovu informacija koje
smo sakupili do i zakljuCujuéi sa trenutkomt —1.
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1.3.3 Vreme zaustavljanja (Stopping time)

Definicija 1.14 (Vreme zaustavijanja ili moment zaustavijanja). Neka je F={F}, teT filtracija na skupu Q.
Nenegativnu slu¢ajnu promenljivu 7, koja uzima vrednosti iz skupa Tu{ +w} nazivamo vreme zaustavijanja u
odnosu na filtraciju IF, ako vazi da je dogadaj { r < t} eF,, za svako teT ™.

Neke osobine vremena zaustavljanja:

(i) Ukoliko se ni za jedno teR. ne desi dogadaj {z < t}, onda se za vrednost sluCajne promenljive 7 uzima
vrednost +00.To je razlog zasto je skup vrednosti slu¢ajne promenljive 7 oblika TU{+o0}. Korisno je
definisati oznaku F., kao najmanje c-polje koje sadrzi sve Fy, teT i u tom slucaju za skup T, vazi da je:
Tc[0,+c0].

(ii) S obzirom na to da jeT indeksni skup vremenske promenljive ti da je o-polje F; kolekcija svih dogadaja
posmatranih do trenutka t, ukljuéujuci i trenutak t, tada se uslov iz definicije1.14, svodi na €injenicu da je
ishod dogadaja{z < t} poznat u trenutku t, odnosno da se na osnovu date informacije sadrzane u o-
polju Fy moze utvrditi da li se dogadaj{ = < t} desio ili nije.

(iii) U slu¢aju kada je vreme diskretno: T={0,1,2,...}, dobija se da je uslov {z < t} e, ekvivalentan uslovu
{z = t} eF,, pogledati ref. [17]. U sluaju neprekidnog vremena, kada je indeksni skup interval realnih
brojeva i samim tim neprebrojiv, ekvivalencija nece vaziti zbog €injenice da c-algebra nije zatvorena u
odnosu na neprebrojivu primenu operacije unija, odnosno vazi:

{r<nper =J_J{r=it{r=nt={r<n\{r<n-1.

(iv) Slu€ajna promenljiva 7 je vreme zaustavljanja u odnosu na slu¢ajan proces X;, ako ona predstavija
vreme zaustavljanja u odnosu na njegovu prirodnu filtraciju, tj. ako vazi: {z <t} e= o(Xs: S<1).

Primer 2.4

Neka sluCajna promenljivaz predstavlja prvi vremenski trenutak kada adaptirani proces X; dostigne neku
vrednost a. U slu€aju da 7 nikada ne dostigne datu vrednost, onda vaZi: z = oo. Ako nam je proces Xs poznat u
svim vremenskim trenucima s <t, tada znamo da i je proces dostigao datu vrednost pre, posle ili bas u trenutku
t, tj. poznato je da li je dogadaja {7 <t} bilo ili nije posmatrajuci samo pro$lost datog procesa do trenutka t.
Prema tome, ova veli¢ina jeste vreme zaustavljanja.

Navodimo primer veliCine koja nije vreme zaustavljanja. Neka je T vreme kada proces dostigne svoj maksimum
na intervalu [0,1]. Da bismo saznali da li se dogadaj{ = < t} stvarno desio ili nije,nije dovoljno poznavati vrednosti
procesa samo do trenutka t, ve¢ moraju da se poznaju sve vrednosti na intervalu [0,1]. Prema tome veli¢ina T
nije vreme zaustavljanja.

14 Vireme zaustavljanja je preslikavanje oblika z: Q -TuU{+00}c[0,+x], gde je T indeksni skup.
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1. Slucajni procesi

1.4 Neke klase slucajnih procesa

Slu&ajni procesi sa nezavisnim vrednostima
Sluéajni procesi sa nezavisnim prirastajima
Gausovski procesi

Markovski procesi

Martingali

VVVYVY

1.4.1 Slu€ajni procesi sa nezavisnim vrednostima

Sluéajni proces { X}, teT je proces sa nezavisnim vrednostima, ako za svako neN i za svaku n-torku:
(ty,....tn) vazi da su sluajne promenljive Xy, Xiz,...,Xin NEZAViSne.

Procesi sa nezavisnim vrednostima ubrajaju se u procese kod kojih je poznavanje jednodimenzionalnih
raspodela dovoljno za poznavanje celokupnog procesa, kao i za poznavanje proizvoljne n-dimenzionalne
raspodele tog procesa. Uzrok tome je Sto usled nezavisnosti sledi da se proizvoljna funkcija n-dimenzionalne
raspodele procesa moze napisati kao proizvod jednodimenzionalnih raspodela tog procesa:

Fot, bt s X, %0 X)) = Rt %) . F (5 X)) -
Generalno posmatrajuéi, sluéajni procesi koji su neprekidni u vremenu i €ije su vrednosti u razli¢itim vremenskim
trenucima nezavisne nisu zanimljivi ni u primeni ni u teoriji.

Najpoznatiji primer slu¢ajnog procesa sa nezavisnim vrednostima je tzv. signal belog Suma, koji se
opisuje kao slu¢ajan signal, odnosno slu¢ajan proces koji ima podjednako raspodeljenu snagu na svim svojim
frekvencijama koje se nalaze u nekom kona¢nom opsegu. Naziv “beli Sum” poti¢e od pojma “bele svetlosti”, u
kojoj je spektralna snaga svetlosti podjedanko raspodeliena duz frekvencija vidljivog spekira, odnosno bela
svetlost sadrzi sve svetlosne frekvencije vidljivog spektra sa istim intenzitetom. U primenjenim naukama pojam
belog Suma je veoma Cesta pojava i predstavlja matematicku idealizaciju fenomena koji podrazumeva iznenadne
i velike fluktuacije. Na slici 7.1 prikazana je jedna realizacija procesa belog Suma u diskretnom vremenu koji je
generisan programom u Matlab-u.

Beli Sum definisan na beskona¢no velikom opsegu je Cisto teorijska konstrukcija, jer kako prema
definiciji ima podjednako raspodeljenu snagu na svim frekvenicijama, sledi da ¢e ukupna snaga ovog signala
(procesa) biti beskonaéna. To znaci da je nemoguce generisati ovakav proces. U praksi je moguce realizovati
ovakav proces jedino ako se definie na manjem opsegu frekvencija.

MatematiCka interpretacija belog Suma je sluCajan proces sa uzajmno nekorelisanim vrednostima u
razlliCitim vremenskim trenucima, pri tome se obi¢no pretpostavija da je oCekivanje ovog procesa jednako nuli.
Prema tome, zbog nekorelisanosti njegovih vrednosti u razlli¢itim vremenskim trenucima, odnosno Cov(es,&)=0,
zaklju€ujemo da je proces belog Suma nemoguce predvideti, bez obzira na to koliko su vremenski trenuci bliski.
Uz pretpostavku da je oCekivanje nula dobijamo da je varijansa belog Suma beskonaéna. MozZe se pokazati da
su, sa verovatnoéom jedan, sve trajektorije prekidne u svakoj tacki. Prema tome fiziCka realizacija ovog procesa
nije moguca, [13].

Napominjemo da osobina da su vrednosti Belog Suma nekorelisane u vremenu ne ograni¢ava vrednosti
koje signal moze da uzima, §to znaCi da je bilo koja raspodela tih vrednosti u fiksiranom trenutku moguéa, ali uz
pretpostavku da je ocekivanje procesa nula. Na primer, proizvoljan binaran signal, koji moZe da uzima jedino
vrednosti 1 i -1 moze da bude beli Sum, ukoliko su njegove vrednosti u razliCitim vremenskim trenucima
nekorelisane.
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Prema tome i um sa normalnom raspodelom moZe da bude beli Sum. Takav Sum naziva se Gausov
beli Sum. Pored Gusovog belog Suma postoje i Poisonov, Kosijev, itd. Gausov beli Sum se veoma Cesto koristi za
aproksimaciju vecine realnih problema sa kojima se susre¢emo u praksi. Zato se izraz aditivni beli Gausov Sum
ve¢ uveliko koristi kao standardna skraéenica, u oznaci AWGN (additive white Gaussian noise). Napominjemo
jo§, da beli Gausov Sum ima korisnu karakteristiku koja proizilazi iz nekorelisanosti njegovih vrednosti:
Cov(s,f)=0, a to je da su njegove vrednosti ujedno i nezavisne, odnosno umesto pojma nekorelisanosti mozemo
da koristimo i pojam nezavisnosti.

Beli Sum moZe da se interpretira i kao izvod Braunovog kretanja, o kojem ¢e tek biti re¢i. Prema
eksperimentu Roberta Brauna, Braunovim kretanjem se opisuje neregularno kretanje Eestica rastvorenih u
rastvoru, dok se u matematici proces Braunovog kretanja definiSe kao neprekidan i stacionaran sluéajni proces
sa nekorelisanim (nezavisnim) inkrementima, koji u svakom fiksiranom trenutku t predstavlja Gausovu
(normalnu) slu¢ajnu promenljivu sa o¢ekivanjem nula i varijansom t. MozZe se pokazati da je Braunovo kretanje
nigde diferencijabilna funkcija i to bi bilo matemati¢ko objadnjenje visokog stepena neregularnosti u kretanju
Cestica, koje je R. Braun video u svom eksperimentu. Prema tome, kako se za beli Sum smatra da je izvod
Braunovog kretanja moZemo jo$ jednom da potvrdimo da beli 3um u stvarnosti ne postoji, odnosno da fizicka
realizacija procesa definisanog na ovaj nacin nije moguca.

1.4.2 Slu€ajni procesi sa nezavisnim prirastajima

Neka je{ Xi} proizvoljan slu€ajni proces, tada razlike X,—Xsnazivamo prira$tajima (inkrementima) datog
procesa. Za proces{ X;} kazemo da je proces sa nezavisnim prira$tajima (inkrementima), ako za svaki izbor
vremenskih trenutaka: to< t;< t, <...<t, vaZi da su odgovarajuci prirastaji nezavisne sluCajne promenljive,
odnosno da su navedeni prirastaji nezavisn: X, Xt —Xi0y--+s Xtn—Xn-1.

Za poznavanje procesa {Xg}, t >to sa nezavisnim priraStajima dovoljno je znati funkcije raspodele
slu€ajnih veli€ina X;, X; —Xs. Prema tome, procesi sa nezavisnim priraStajima spadaju u procese kod kojih je
poznavanje dvodimenzionalnih raspodela dovoljno za poznavanje slu¢ajnog procesa, videti ref. [11].

Napomena Proucavanje niza sa nezavisnim prirastajima svodi se na izucavanje niza nezavisnih slucajnih
velicina sledeceg oblika: Yo =X, Y1 = X1 —Xi0s--» Yn = Xen—Xen_1. ZNajuci raspodele verovatnoca za niz Y, a na
osnowu izraza X,=Yot+...+Y,, n>1, jednostavno se odreduju konacno-dimenzionalne raspodele procesa {Xg},
>t
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1.4.3 Gausovski procesi

Sluéajni proces { X} ,t >t, €ije su sve konacno-dimenzionalne raspodele normalne nazivamo Gausovim
slucajnim procesom. Buduci da je viSedimenzionalna Gausova raspodela odredena svojom kovarijansom i
vektorom matematickog oCekivanja, zakljuCujemo da je i Gausov proces takode odreden (u smislu konaéno-
dimenzionalnih raspodela) svojom funkcijom oCekivanja i kovarijacionom funkcijom, koje su date izrazima:

u() = E[X,]; Cov(X,, X,) = E(X; — u(9)) - (X; — (1)) .
Zbog toga je Gausov proces pogodan za direktna izraCunavanja.

1.4.4 Markovski procesi

Proizvoljni slu¢ajni proces { X}, teT naziva se Markovskim procesom, ako za svako ne N i za svaku n-
torku vremenskih trenutaka iz intervala [0, T], $,<S,<...<$,< t, kao i za svaki Borelov skup B vazi sledeéi uslov:

P(X, € Bl X, X ... X, ) =P(X, € Bl X ).

Ukoliko trenutak t protumacimo kao sadaSnjost, onda bi interpretacija ove definicije bila da buduénost
procesa zavisi od proSlosti iskljuéivo preko sadadnjeg trenutka. Drugim redima, ukoliko poznajemo sadasnju
vrednost procesa onda nam poznavanje prethodne istorije procesa nije potrebno, jer buduénost uopste ne zavisi
od pro$losti. Za detaljnije objadnjenje Markovskih procesa pogledati reference [11] i [13].

Primer 2.5

Poznati primer Markovskih procesa jeste proces radanja i umiranja, koji opisuje veli€inu populacije u zavisnosti
od vremena, s tim $to ¢emo veli€inu populacije u datom trenutku t oznaditi sa X;. Kako je uobiajena pojava da
neke jedinke nestaju, dok se nove pojavljuju, zakljuGujemo da veliCina proizvoljne populacijeX; mora da bude
promenljiva veli¢ina. U ovom primeru, prirodno je pretpostaviti da buduca veli¢ina populacije zavisi od populacije
iz proSlosti samo preko sadasnje populacije. Drugim re€ima, za izraCunvanje populacije u buducnosti uopste
nam nisu potrebne informacije iz pro3losti, ve¢ samo informacije iz sadasnjosti.

Napomena Neka je t, pocetna vrednost skupa T. Za opisivanje Markovskih procesa dovoljno je poznavanje
uslovnih raspodela P(X; € B/ X;), za sve s< t, kao i pocetne raspodele P(X o€ B), jer se pomocu njih mogu
naci sve ostale konacno-dimenzionalne raspodele. Svaki proces {X},t > tq Sa nezavisnim prira$tajima, gde je
Xo=0 jeste Markovski proces, videti [13].

5 Funkcija Cov(Xs, X;)=Cov(s,t) naziva se jos i korelacionom funkcijom.
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1.4.5 Martingali

Definicija 1.1 (Martingali). Neka je M; proizvoljan slucajni proces adaptiran datoj filtraciji F={F}, gde
vremenska promenljiva t moze da bude neprekidna, 0< t< T ili diskretna 0,1,..T. Proces M, nazivamo
martingalom, ako vaZe oba uslova:

(i) Ako je za svako t proces M, integrabilan, odnosno ocekivanje procesa M; je konaéno: E|X (t)|< c.
(i) Akoje zasvakotis, 0< st < T ispunjen martingalski identitet:
E[M,| F]=M,. (1.6)
Za procese sa diskretnim vremenom martingalski identitet je sledeceg oblika:

E[M,.| F]=M,, vn.

Napomena Martingali neprekidni u viemenu su oni procesi M,, za koje postoji skup Qoc Q sa verovatnocom
P(Qo)=1, takav da za svako we Qo, vaZi da je funkcija f: t— Myw), koja je definisana na intervalu [0,00),
neprekidna funkcija. Takve procese nazivamo neprekidnim martingalima’®.

Definicija 1.16 (Submartingali i supermartingali). Ako za proces X, t >0 vazi da je adaptiran filtraciji IF i
integrabilan i ako za svako ti s, 0< st < T vaZi sledeéi identiteti:

(i) E[X,I£]= X,, onda proces X, nazivamo submartingalom.
(i) E[ X, | %] < X,, onda proces X, nazivamo supermartingalom.
Napomena Funkcija ocekivanja za supermartingale je nerastuca funkcija po promenljivoj t, a za submartingale

je neopadajuca funkcija po promenljivoj t, dok je funkcija oCekivanja za martingale konstantna funkcija u
vremenu. Ako je proces X, supermartingal, tada je proces -X, submartingal.

16 Neprekidnost moZe da se definide i na slede¢i nain. Za proces kazemo da je neprekidan ako vaZi da je:
P({ wl X; (w) je neprekidna funkcija na intervalu [0, T]} )=1.
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2. Braunovo kretanje

Poznati Skotski botani¢ar Robert Braun (1773-1858), radio je na istrazivanju fenomena koji je danas
poznat pod imenom Braunovo kretanje, u kome su pod odredenim uslovima male Cestice
rastvorene u te¢nosti izlozene neprekidnom i nepravilnom kretanju. Matematicki model koji opisuje ovaj fenomen,
medu prvima su primenili L. BaSeljer i A. AjnStajn. L. BaSelijer je primenio Braunovo kretanje u konstrukciji
modela, koji opisuje kretanje cena proizvoljnih vrednosti na trziStu, dok je A. Ajnstajn, na osnovu istraZivanja
Roberta Brauna, procesom Braunovog kretanja modelovao kretanje Cestica rastvorenih u te¢nosti.

Poznati matematiCar Norbert Viner je 1923. godine dao potpuni matemati¢ki opis ovog procesa i dokaz
njegove egzistencije kao matemati¢kog objekta, zbog Cega se proces Braunovog kretanja zove i Vinerov proces.
U smislu matemati¢kog modela, postojanje ovog procesa nije o€igledno, zbog ¢ega se tvrdenje o egzistenciji
Braunovog kretanja dokazuje kroz postupak konstrukcije Braunovog kretanja. Detaljno obrazloZen proces
Braunovog kretanja moZete naci u ref. br. [14].

2.1 Definicija Braunovog kretanja

Definicija 2.1 (Definicija Braunovg kretanja). Neprekidni slu¢ajni proces { B}, 0< t< T nazivamo standardnim
Braunovim kretanjem na intervalu [0, T), ako poseduje sledece osobine:

(i) Bo=0".

(i) (Nezavisnost inkremenata). Inkrementi procesa Braunovog kretanja B, su nezavisni; to znaci da su za
proizvoljan konagan skup vremenskih trenutaka: 0<t; < t,<...< t,< T slu€ajne promenljive By, —By1,
Bis—Bi,..., Bin—Bin1 SU nezavisne.

(iii) (Gausova raspodela inkremenata). Za bilo koji vremenski trenutak iz intervala 0< st < T, proizvoljan
inkrement B;—Bsima Gausovu raspodelu sa oCekivanjem nula i varijansom t-s, tj. za svako a<b vazi:

b 2
P{a< BI—BSsb}=¥ [e /209 gx.

J2r(t—19)
(iv) (Neprekidnost trajektorija). Za proizvoljno w iz skupa verovatnoce jedan, vazi da je By(w) neprekidna
funkcija po vremenu t.

17 PoCetna vrednost Braunovog kretanja moZe da bude proizvoljna tadka X, ali kada je u pitanju Standardno Braunovo
kretanje onda je poCetna vrednost procesa nula.
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2. Braunovo kretanje

Na slici 2.1. prikazane su trajektorije procesa Braunovog kretanja u vremenskom intervalu od T=500.
Primetimo da se obe trajektorije nalaze u oblasti koja je ograni¢ena zelenim linijama, to je posledica zakona o
Ilteriranom logaritmu, videti u [14].

50 :
10000-step version of Brownian motion and its mean
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50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
slika2.1. Braunovo kretanje.

Lema 2.1 (Kovarijansa Braunovog kretanja). Kovarijansa Braunovog kretanja iznosi:
Cov(B;,B)=min(s,t),0< st <oo.

Dokaz:

Ako pretpostavimo da je s<'t, tada dobijamo: Cov(Bs, By) =E(BsB;) — E(Bs)- E(B). Na osnovu osobine (iii) iz

definicije Braunovog kretanja sledi da je E(B;)=0, odakle dobijamo:

Cov(B,, B)=E(B, (B -B,+B,)) = E(B,- (B - B,)) + E(B?) =E(B) = s

Definicija 2.2 (Druga verzija definicije Braunovg kretanja). Neprekidni slucajni proces { By}, 0< t< T nazivamo
Standardnim Braunovim kretanjem na intervalu [0,T), ako poseduje sledece osobine:
(i) Bo=0.
(i) (Kovarijansa Braunovog kretanja).
Kovarijansa procesa By iznosi: Cov(Bs, B;) = min(s;t), za sve 0< st< T.
(iii) (Gausova raspodela inkremenata). Za bilo koji vremenski trenutak iz intervala 0< s< t< T, proizvoljan
inkrement B,—Bsima Gausovu raspodelu sa oCekivanjem nula i varijansom t-s.
(iv) (Neprekidnost trajektorija). Za proizvoljno w iz skupa verovatnoce jedan, vazi da je By(w) neprekidna
funkcija po vremenu t.
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2. Braunovo kretanje

Pozivaju¢i se na Definiciju 2.1, moze se pokazati da iz uslova (iii) navedene definicije, zajedno sa
tvrdenjem:Cov(Bs,By)=min(s,t), sledi uslov (ii) o nezavisnosti inkremenata Braunovog kretanja. Dakle, definicija
2.2 se dobija iz definicije 2.1 kada se uslov (ii) o nezavisnosti inkremenata zameni uslovom o kovarijansi
Braunovog kretanja i obratno, §to znaci da su navedene definicije 2.1 i 2.2 Braunovog kretanja ekvivalentne. Ovo
tvrdenje ¢emo pokazati u slede¢oj lemi.

Lema 2.2 (Uslov nezavisnosti inkremenata). Ako je proces { X}, 0< t< T Gausov proces i ako vaze sledece
pretpostavke: E(X;)=0za svako 0<t<T i Cov(XX;) = min(s;t), za sve 0< s;t< T, tada sledi da proces { X;} ima
nezavisne inkremente. Stavise, ako za dati proces vaze dodatni uslovi: X,=0 i da proces { X} ima neprekidne
trajektorije, tada { X;} predstavlja standardno Braunovo kretanje na intervalu [0, T).

Dokaz:

S obzirom na to da vazi tvrdenje da su koordinate viSedimenzionalnog Gausovog vektora {V;: 1<i < d}
nezavisne ako i samo ako je matrica kovarijanse Gausovog vektora X dijagonalna matrica, moZzemo da
zakljuéujemo da ¢e proces { X} imati nezavisne inkremente ako i samo ako je matrica kovarijanse proizvoljnog
konacnog vektora inkremenata: (X, —X1,Xiz —X2,....Xn —Xin1) dijagonalna matrica. To znai da treba da
pokaZemo da su elementi izvan dijagonale te matrice jednaki nuli.

Prema tome, ako pretpostavimo da je i< j, tada za kovarijansu inkremenata dobijamo:

CovX, ~ X, X~ X, )= E[(Xti “X, ) (%, - xtH)J— e[ (%, %, )| E[(xtj _ xtH)} .
Kako je E[(Xti - th_l )] = 0 i Cov(Xs,Xy)=min(s,t) imamo:

E[(xti =X, ) O =%, 11)} - E[Xti X, }—E[Xti xth—E[xtilxtj }E[xtilxt ;1}

=t -t —t_ +t  =0.

Tvrdenje u drugom delu leme, da je proces { X} uz neke dodatne uslove isto Sto i Braunovo kretanje sledi iz
definicije Braunovog kretanja i time je dokaz leme zavrden, pogledati ref. [18].
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2. Braunovo kretanje

2.2 Osobine Braunovog kretanja

Teorema 2.1 (Osobine Braunovog kretanja).Neka je{ B} ,0<t<T proces Braunovog kretanja, tada vaze sledece
osobine datog procesa:
() Proces Braunovog kretanja B, pripada klasi procesa sa nezavisnim prirastajima.
(i) Proces Braunovog kretanja B; pripada klasi Markovskih slu€ajnih procesa.
(iii) Proces Braunovog kretanja pripada klasi Gausovih procesa, pri ¢emu vazi: E(B)=0 i vaZi da je
CoVv(Xs,X;) = min(syt).
(iv) (Translaciona invarijantnost Braunovog kretanja).
Za svakot, > Ovazi da je slucajni proces B = B., — B, Braunovo kretanje.
Dato tvrdenije je ekvivalentno tvrdenju da proces B, pripada klasi stacionarnih procesa.
(V) (Invarijantnost skaliranja Braunovog kretanja).
Za svaki realan broj A > 0, vaZi da je slu¢ajni proces Ii =B, / ﬁ Braunovo kretanje.

Teorema 2.2 (Osobine trajektorija Braunovog kretanja). Ako se posmatra Braunovo kretanje{ B} ,0<t<T kao
funkcija koja zavisi od vremena, tada za skoro sve trajektorije Braunovog kretanja vazi:

(i) Trajektorije B.k. su neprekidne funkcije po promenljivoj t
(ii) Trajektorije B.k. nisu monotone ni na jednom intervalu, bez obzira na duZinu tog intervala
(iii) Trajektorije B.k. nisu diferencijabilne funkcije ni u jednoj tacki

(iv) Trajektorije B.k. imaju beskona¢nu varijaciju na proizvoljnom intervalu bez obzira na duZinu tog
intervala

(v) Kvadratna varijacija Braunovih trajektorija na intervalu [0,t] iznosi t, odnosno vazi:

[B.B](t) =[B.,B](0.1]) = plin B - B[ =t.
=1

|7|—0 i

Pogledati reference [9], [14]i [18].
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2. Braunovo kretanje

2.3 Objasnjenje i motivacija konstrukcije Braunovog kretanja

Proces Braunovog kretanja moze da se prikaze kao sluéajna suma integrala funkcija iz L%0,1] prostora
i time se pokazuje egzistencija procesa Braunovog kretanja. Navedena konstrukcija, pored toga to se koristi za
konstrukciju Braunovog kretanja,moze da se koristi i za konstrukciju proizvoljnog slu¢ajnog procesa, a takode
ima primenu i u izvodenjima pojedinih osobina Braunovog kretanja. Prema tome, cilj je da predstavimo proces
Braunovog kretanja kao razvoj po funkcijama prostora L?0,1], ali tako da koeficijenti razvoja budu slugajne
promenljive. Za detaljnije obrazloZenje konstrukcije Braunovog kretanja pomocu talasi¢a pogledati reference [4],
[5] i [18],dok Pol Levijevu konstrukciju Braunovog kretanja (Paul Levy’s construction) mozete pogledati u ref. [14].

Kada bi postojao proces belog Suma, koji predstavlja izvodni proces Braunovog kretanja, onda bi vaZilo:
g =X| :Hrrtl)(x - X,)/At,

t+At
gde je & oznaka za beli Sum, a X; Braunovo kretanje. |z navedene jednakosti i osobina Braunovog kretanja
proizilazi da su &, nezavisne veli¢ine u vremenu sa oéekivanjem nula i beskonaénom varijansom. Prema tome,

zakljuCujemo da je & klasiCan beli Sum u neprekidnom vremenu, Cija je realizacija nemoguca. Ako primenimo L,
teoriju na &, dobijamo slede¢u jednakost:

£y() = éoanm) 4.9, 2)

Iz poslednje jednadine dobija se razvoj Braunovog kretanja koji je oblika:

X (@)= 3 ()] 4,(9)cs. 22)

lako je nemoguce realizovati jednacinu (2.1), iz razloga Sto Beli Sum ne moze da se opiSe modelom slu¢ajnog
procesa, ispostavlja se da, se koeficijenti jednacine mogu odrediti, Sto je objasnjeno u sledecoj teoremi.

Teorema 2.3 (Razvoj Braunovog kretanja). Neka je { ¢} proizvolina KONB prostora L?0,1] i neka je Z niz
identi¢nih, nezavisnih Gausovih slu¢ajnih promenljivih oblika Z~N"(0,1) definisanih na prostoru (Q,F,IP). Tada,
za svako t vazi da niz definisan izrazom:

X"=3Z

I
i=0

$;(X)dx, n— oo, (2.2a)

O —

predstavija KoSijev niz u prostoru L*(Q,F,P), Gija je graniéna vrednost Gausova sluéajna promenljiva sa
oCekivanjem jednakim nuli i varijansom jednakom t. Datu grani¢nu vrednost ¢emo oznaditi sa X; ~NV(0,t). Za
proizvoljna dva trenutka t i s, vazi da je kovarijansa od X jednaka: Cov(Xs, Xi) =E(Xs:X)=min(s,t).

Napomena Iz teoreme 2.3 zakljuéuje se da razvoj(2.2a) konvergira prema procesu X, kada n—co.Za proces
X pokazuje se da je Gausov proces sa funkcijom kovarijanse jednakom min(s,t). Na osnovu leme 2.2 sledi da
je Gausov proces sa osobinama: Cov(XsX)=min(st) i E(X)=0 proces sa nezavisnim inkrementima. Prema
fome, da bi se pokazalo da je granicna vrednost procesa X jednaka procesu Braunovog kretanja, ostaje jo$
samo da se pokaze da X ima neprekidne trajektorije sa verovatnocom jedankao i da je X,=0. Posto
neprekidnost trajektorija zavisi od izbora baze {¢.}, sa namerom se odabire ortonormirana baza Harovih
funkcija, koje pripadaju prostoru L?[0,1]. Osobine funkcija iz L°[0,1] prostora kao i osobina ortonormiranosti
dodatno su objas$njene u prilogu A, u odeljku 8.1.
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2. Braunovo kretanje

2.4 Harove i Sauderove funkcije (talasiéi)

Definicija 2.3 (Harove funkcije). Familija Harovih funkcija { Hy(X)} n=0 na intervalu 0< t < 1 definiSe se na

sledeéi nadin: Ho(t)=1,za0<t<1,
1 zaOSt<E, 2172 zah.st<1/27L ,
2 2’ 2!
H (t)=<-1 za %Stsl, H (t)=<-22 za ]/Z—Tksml;—jk,za n>2
0, u suprotnom. 0, u suprothom.

Naglasimo specijalno, da sva_\ko n>1 moze da se jednoznacno predstavi u obliku: n=2'+k, gde se konstante ki j
nalaze u granicama: 0< k<2, j>0.

Napomena Proizvoljna Harova funkcija H(t),za n>1moze da se predstavi translacijom i skaliranjem osnovne
Harove funkcije H1(t) i to na sledeci nacin:

H, (t)=2"2-H,(2't-k), n=2' +k, j>0i 0<k<2'.
U sluéaju kada se koristi sledei zapis:n=2+k i 0< k<2 dobija se drugadija reprezentacija serije Harovih

funckija {Hy} i to u vidu dvostruko indekisranog niza, pogledati referencu [18].Oznaka j predstavija broj vrste,dok
oznaka K predstavilja pomeraj u fiksiranoj vrsti:

j=01H,
j=1|H, H,
j=21H, Hy H H,
j=3 | Hg Hy Hyy Hy Hy, Hig Hyy Hyg
Sa ovakvom predstavom Harovih funkcija neke karakteristike baze {H.} postaju ociglednije. Kao npr. da sve

funkcije u istoj vrsti (tj. funkcije sa istim indeksom j) predstavijaju translaciju prve funkcije u tom redu, kao i da su
skupovi na kojima su proizvoljne dve funkcije iz iste vrste razli¢ite od nule disjunktni skupovi.

Lema 2.3 (Harova baza).
Familija Harovih funkcija { Hy(X)} n=0* &ini kompletnu ortonormiranu bazu prostora L?[0,1].

Definicija 2.4 (Sauderove,trouglaste funkcije). Familiju Sauderovih funkcija { An(X)} n=o®, na intervalu 0< t < 1
definiSemo kao neodredene integrale Harovih funkcija:

}Hn(u)du=ﬂn A, (), 4, =1, (2.3)
0

gde se koeficiienti uz Sauderove funkcije radunaju izrazom: A, = (1/2)-2 72 n = 2+ki 0< k<2, za n>1.
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2. Braunovo kretanje

Grafici Sauderovih funkcija, prikazani na slici 2.2, predstavijaju trougli¢e visine jedan koji leZe iznad intervala
duzine 27 i koji su oblika: [k/2, (k+1)/2']. Prema tome, za svako n vaziée slede¢a jednakost: max|A(t)|=1, za
0<t<1.
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m
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“remenska osat

slika (2.2): Na slici su prikazani grafici Sauderovih funkcija A(t). Grafici Sauderovih funkcija koji imaju iste
vrednosti promenljive j, odnosno oni grafici koji se nalaze u istoj vrsti, ne preklapaju se za razli¢ite vrednosti k.

Sauderove funkcije mogu da se napiu i u sledeéem obliku:

Ag(t)=t, za0<t<1.

2% zm0<t<i, g Ky K kY2
2 0] 2 2]
1 k4l k+1/2
AM)=120-) _<t<L A,0)= 2“1(2—“:—t),za ;/ <t<2'7 zan>2.
0 U suprotnom. 0, u suprotnom

Svako n>1moze da se jednoznacno predstavi u obliku:n=2"+k,gde su konstante ki j u granicama:0< k<2, j>0.

Napomena Sauderove funkciie A.(t), za n>1 moZemo da predstavimo translaciiom i skaliranjem osnovne
Sauderove funkcije A(t) na sledeci nacin: Ay(t)=44(2' t—k), n=2+k, 0< k<2, j >0. Postupak konstrukcije u
kojem je Braunovo kretanje predstavijeno kao razvoj po funkcijama ortonormirane baze jeste vid Vejvlet analize,
odnosno analize talasi¢a u kojoj Harove funkcije predstavijaju vrstu talasica, videti ref. [18]. Osnovna Harova
funkcija Hy(t), iz koje se postupkom translacije i skaliranja dobijaju ostali ¢lanovi Harove serije talasi¢a nazivamo
“majkom talasica”.
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2. Braunovo kretanje

2.4 Reprezentacija Braunovog kretanja pomocu talasica

Zbog jednostavnosti postupka konstruisatemo Braunovo kretanje na intervalu [0,1], a zatim proSiriti na
ceo vremenski interval. Cilj je da se pokaZe da razvoj (2.2a) konvergira uniformno i skoro sigurno ka X, kada se
za ortonormiranu bazu { ¢} izabere serija Harovih funkcija. Pokazatemo da je grani¢na vrednost datog razvoja
Braunovo kretanje [4].

Teorema 2.4 (Konvergencija vejviet reprezentacije/ konvergencija reprezentacije Braunovog kretanja pomocu
talasica). Neka je {Z,}, 0<n<oo niz nezavisnih Gausovih slu¢ajnih promenljivin oblika Z~N(0,1). Tada, kada
N—o0, razvoj definisan izrazom:

N N
XN =Y A Z A(t) (2.4)
n=0

konvergira uniformno po t, na intervalu [0,1], sa verovatnoéom jedan. Proces definisan kao grani¢na vrednost
datog razvoja: X;= limXN , kada n—oo0, jeste stohasticki proces sa neprekidnim trajektorijama.

Dokaz:

S obzirom da je n oblika: n=2+k, sledi da dati razvoj mozemo da napigemo i drugagije:

N 20-1

XM= 2,Z,A,(t), kada N— oo,
j=0 k=0
Da bismo pokazali da dati razvoj konvergira kada n—oo, treba da pokaZemo da su &lanovi tog razvoja

ograniCeni kada n—oo. Prema tome, pokazacemo da je niz datih Gausovih slu€ajnih promenljivih Z, ograniCen
odozgo nizom koji zavisi od parametra n i to tako Sto ¢emo dokazati da je maksimalna vrednost niza Z,
ograni¢ena, u oznaci:

"= g1

(Datu vrednost b; posmatratemo u opsegu za koji je j fiksirano, a parametar k se menja: 0< k<2, jer u tom
opsegu funkcijeAn(t) imaju jednake maksimume i ne preklapaju se).

Lema: Za proizvoljnu standardnu Gausovu slucajnu promenljivu, u oznaci Z ~N'(0,1) i za proizvoljno x>0

2
2 —X /2
vazi: P(|Z| > x) < \/: c
T X

Dokaz:

, . u .
S obzirom da je — >1, X > Qimamo:
X

Ty X X

2
2 % 2% 2 X2
P(Z|>x=2P@Z>%)= ——[e"du < |= | Ee‘uz/zdu:\F .
N2 % T
Primenimo lemu na zadati niz Gausovih slu¢ajnih promenljivih Z,, i dobi¢emo izraz:

_x2/2
p[|zn| > Xn:| < \/E © , za proizvoljno X
T,
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2. Braunovo kretanje

Prema tome, imamo:
2.
Pb >x, = [Md, 124> xn} ngzj{lznl > xn}} < X Plzil>x)

<2'-P{|z,]> %}

2 2] Xn/2
_\/; " (2.5)

Jednakost 1. se oslanja na jednostavan stav, koja tvrdi da je maksimalna vrednost niza Z, na nekom intervalu
veca od X, ako je barem jedna vrednost tog niza ve¢a od X,. Jednakost 2. je posledica osobine subaditivnosti
verovatnoce.

Poslednja nejednakost (2.5) vazi za proizvoljnu konstantu x,,,prema tome vaziée i za izabranu konstantu
X»= j. Zamenimo konstantu u datu nejednakost i dobi¢emo:

2 2J j /2
P[b > j:l ze .
Sabiranjem ovih nejednakosti za j =1, 2,...,dobijamo:

© 2 ®© 2l e—j 2/2
Y Pb>j]< =Y —— <=,
j=1 =1
S obzirom na to da red sa desne strane konvergira'®, primenom Borel-Kantelijeve leme dobijamo da je
verovatnoca da ¢e se dogadaj {b; > j} desiti beskonatno mnogo puta jednaka nuli, tj. mora da vazi:
(3P =1)(Veoed)(FI@)(Viz (@) b)<].

Kako je max(A, (1)) =1,0<t<1,tadaza j > J(w) imamo:

w 2@ g w 2@ g w 2@ g 1
DD Az, A0 < D)) max(4,Z,A,)) = >, D> =27 (w)
i=3(w) k=0 i=3(w) k=0 i=3(w) k=0 2
w 23(@)
< Z Z — 2 1/2 < oo.
j=3(w) k=0

Kako posledenji &lan teZi nuli kada J— oo, dobili smo da za svako w e 3, razvoj X"(e) konvergira uniformno
po promenljivoj t, prema granicnoj vrednosti X:.. Neprekidnost trajektorija procesa { Xi(w); O< t< 1} sledi iz
uniformnosti konvergencije i primenom leme o graniénoj vrednosti neprekidnih funkcija [lema 8.1; prilogA].

Teorema 2.5 (Vejvlet reprezentacija Braunovog kretanja / reprezentacija Braunovog kretanja pomocu talasiéa).
Proces { X}, 0<t<1 koji se definiSe kao graniéna vrednost razvoja {X;"}, N—co je standardno Braunovo
kretanje na intervalu [0,1].

Dokaz

18 Konvergencija se dokazuje Dalamberovim kriterijumom.
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2. Braunovo kretanje

Prema lemi 2.2 proizvoljan Gausov proces sa neprekidnim trajektorijama, pocetnom vrednoséu X,=0 i sa
ocekivanjem i kovarijansom kao u jednacinama (2.6) jeste standardno Braunovo kretanje.

E(X)=0, za svako 0< t< T i Cov(Xs,X;) = min(s;t), za sve 0< st< T, (2.6)

U prethodnoj lemi o graniénoj vrednosti neprekidnih funkcija [lema 8.1; prilogA] pokazali smo da razvoj X"
uniformno konvergira prema procesu X; i da su trajektorije tog procesa neprekidne u vremenu. Ostalo nam je jo$
da pokazemo da je proces { X;} Gausov proces, zatim da je X,=0, kao i da su njegovo oCekivanje i kovarijansa
dati uslovom (2.6). Tada ¢e vaZiti da je proces X; Braunovo kretanje.

Pokazimo prvo da je E(X)=0.

E(Xt)zE(Zﬂn ZnAn(t)] Zz E(Z,)A,(t)=0.
n=0
Za kovarijansu dobijamo:

Cov(X,, X,)=E(X,-X,)=E {iﬂnZnAn(s)ilmZmAm(t) =
m=0

- i i E(anm) ﬂ“nﬂm Am(t)An(S)

|z pretpostavke da su { Z,} nezavisne i da imaju Gausovu raspodelu Z~N'(0,1), sledi:
E(anm) =E(Z,)E(Z,)=0i E(Z,*)=1.

Prema tome, primenom definicije 2.4 o Sauderovim funkcija na prethodni izraz, dobijamo kovarijansu:

0

Cov(X,, X,) = E(Z,Z,) A4, An(9) A, (1) = iﬂnAn(s) 1A, ()
n=0,n=m n=0
- i j H, (u)du J.H (u) du 2.7)
00
=min(s, t).

Posledniji korak u ovom dokazu bio bi da pokazemo da za proizvoljan kona¢an niz vremenskih trenutaka
1< 1< ...< ty slu€ajan vektor (X, Xio,...,Xim) ima viSedimenzionalnu Gausovu raspodelu, odakle, na osnovu
definicije Gausovog procesa, sledi da je{ X} zaista Gausov proces. Da bismo to pokazali, jednostavno ¢emo da
izraunamo karakteristiénu funkciju datog slu¢ajnog vektora (X1, X,...,Xt). Dakle, neka je X m-dimenzionalni
sluajni vektor i neka je 6 = (61,05,...,60) realan vektor, tada karakteristicnu funkciju vektora X ratunamo prema
formuli:

@, (0) = E[exp(i@" X)| = E exp(i >0, X, ﬂ = E{exp(i >.6,> 42, An(tj)ﬂ
L j j=1 n=0

i=1

-E exp(i n;j;ej 22, An(tj)ﬂ = E{H)exp(i A znjz::lej An(tj)ﬂ.
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2. Braunovo kretanje

Kako su slu€ajne promenljive Z, nezavisne dobijamo:

oy (0)=Elexp(i 0" X)] =] | E{exp(i 70 Za D0, An(tj)]:l.
n=0 j=1

Primetimo da poslednji izraz podseca na formulu za karakteristiénu funkciju jednodimenzionalne slu€ajne
promenljive Ee" gde bi u nasem sluaju slu¢ajnoj promenljivoj Sodgovarala ba$ Gausova slu¢ajna promenljiva
Z,. Prema tome, moZemo da iskoristimo formulu za karakteristiénu funkciju jednodimenzionalne Gausove
sluéajne promenljive koja glasi:

202

> ),zau=0,0=1,

i . t
07,0 =E€"" = explitu—

Odakle dobijamo:
o0 m 00 1 m 2
[TElew|i| 2, 6,a.0) -2, [| = []|ex0| -=| 4 D.6, A t;)
n=0 i1 n=0 A =

PrikaZimo opet proizvod eksponenata kao sumu ¢lanova u argumentu:
0 ) m 1 00 ’ m 2
HE exp| | j’n 201 An(tj) 'Zn = exp __Z(ln) 201 An(tj)
n=0 =1 2020 o1

Napi8imo kvadratni izraz u drugom obliku, a zatim primenimo Parsevalov identitet [(8.13); prilogA] i dobijamo:

i(ﬂ“n) [Zm:e A (t )J (iek An(tk)j :i(ln)z(zm:zmzejgkAn(t])An(tk)Jz
k=1 n=0

j=lk=1

=333 080 (2t o) = 31> 0,0, mint. )

j=1k=1 n=0 j=1k=1

Prema tome, na kraju dobijamo izraz za karakteristiénu funkciju slu¢ajnog vektora X :
o L m m _
9y (0) = E[exp(i 0" X)] = E| exp| i >0, X, ||=exp ——ZZ 6 -min(t; 1) |.
j=1 —1k=1

Na osnovu toga vidimo da poslednji izraz predstavija karakteristi€nu funkciju viSedimenzionalnog Gausovog
slucajnog vektora sa oCekivanjem nula i matricom kovarijanse Y:=min(t;, t;). Time smo pokazali da sluCajan
vektor X=(X, Xiz,...,Xim) ima viedimenzionalnu Gausovu raspodelu, odakle je X; Gausov proces, a ha osnovu
ostalih dokazanih osobina proces X; je i Braunovo kretanje, videti referencu [18].
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2. Braunovo kretanje

2.5 Konstrukcija Braunovog kretanja na proizvoljnom intervalu

Buduci da je pokazano da standardno Braunovo kretanje postoji na intervalu [0,1], sada moZe da se
konstruiSe standardno Braunovo kretanje i na intervalu od [0,00). Postupak se sastoji u tome da se generiSe
prebrojivo mnogo (nezavisnih) iseCaka Braunovog kretanja na jedinicnom intervalu, a zatim da se izvrSi spajanje,
ali tako da se poCetna tacka trajektorije svakog novog isecka poklapa sa krajnjom tackom prethodne trajektorije,
ref. [18].

Lema 2.4 (Konstrukcija Braunovog kretanja na intervalu [0,T]). Neka je B (t)niz generisanih Braunovih

kretanja na jedini¢nom intervalu, gde je k=0,1,2,... Braunovo kretanje B(t) na proizvoljnom intervalu te[0,T],
definiSe se spajanjem potrebnog broja Braunovh kretanja na jediniénim intervalima na sledeci nacin:

(i) Akojetel0,T],vazi: B(t) = BY(t).

(i) Akojet >1i n=[t], tada B(t) defini§emo izrazom: B(t) = > B® (1) + B™" (t—n). (2.8)

Npr. vrednost Braunovog kretanja u trenutku t = 3.5predstavljamo na sledeéi nacin:

B(3.5) = BY (1) + B® 1) + B® (1) + B (0.5).
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3. Itoov integralni racun

U obiénom integrainom raunu, Rimanov integral se konstruise graniénim postupkom Kkoji
podrazumeva da se prvo definiSe Rimanov integral proste (stepenaste) funkcije, a zatim se
definicija proSiruje na klasu sloZenijih, tzv. Riman-integrabilnih funkcija. U daljem postupku se date sloZene
funkcije, zbog osobina prostora kojem pripadaju, proizvoljno precizno aproksimiraju prostim funkcijama. Cilj
grani¢nog postupka je da se Rimanov integral funkcije f, koja pripada klasi Riman-integrabilnih funkcija, definise
kao limes integrala prostih funkcija, za koje je dokazano da postoje i da konvergiraju prema slozenoj funkciji f .

Analogan postupak primenjuje se na Riman-Stiltiesov integral, koji je sledeéeg oblika:[f(s)dg(s), gde su
f i g funkcije ograniene varijacije. Prema tome, Riman-Stiltjesov integral se definiSe kao grani¢na vrednost
integralnih suma: ¥ f (s)[g(s)-9(s-1)], i=1,..n, gde je:si< $<..< S, proizvoljna particija intervala [0,t]. Koristeéi
teoremu srednje vrednosti, kao i €injenicu da je funkcija g diferencijabilna, moze se pokazati sledeéi identitet:
[ (9dg(s)= ] f (9g'(5)ds

Zbog velike primene slucajnih procesa u raznim oblastima, kao i pojave modelovanja pojava slu¢ajnim
procesima, pojavila se potreba za integracijom po trajektorijama sluéajnih procesa, kao $to potreba za
integracijom po funkcijama ograni¢ene varijacije ve¢ uveliko postoji. Navedeni integral sluajnog procesa naziva
se stohasticki integral, a odgovarajuéi integralni raCun naziva se stohasticki integralni racun. Prilikom integracije
sluCajnih procesa vazno je odrediti koje osobine treba da poseduju procesi po kojima se vrSi integracija
(integratori), a koje procesi koji se integrale (podintegralni procesi), uz uslov da polazni integral mora da postoji.

Obi¢no se prilikom stohasti¢ke integracije za integrator koristi proizvoljan martingalski proces, dok se u
najuopstenijem slucaju za integrator koriste semimartingalski procesi, tada je stohasticki integral oblika:
j f (@, 9)dX (). (3.1)

Napominjemo da podintegraina funkcija moze da bude, kako deterministicka funkcija konaCne varijacije t.
funkcija oblika: f (w,t)=f (t), tako moZe da bude i slu¢ajni proces, tj. funkcija oblika: f (e,t) =X

19 Prisetimo se da smo Rimanov integral proste funkcije definisali kao "povrSinu ispod grafika podintegralne funkcije”.
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3. ltoov integralni racun

U ovom poglavlju Zelimo da dokaZemo egzistenciju i pokazemo konstrukciju stohastickog integrala, koji
za integrator koristi Braunovo kretanie i koji je sledeceg je oblika:
j f (,5)dB(S) , (3.2)
Stohasticki integral oblika (3.2) naziva se ltoov integral, a odgovarajuéi raun naziva se ltoov integralni racun.
Dalje u radu koristicemo samo Itoove integrale.

Sustinska razlika zbog koje Itoove integrale ne moZemo da predstavimo pomocu Stiltjiesovog integrala
je u tome S§to trajektorije Braunovog kretanja ne pripadaju klasi funkcija ogranicene varijacije sa verovatnocom
jedan, odnosno trajektorije Braunovog kretanja su funkcije koje nisu diferencijabilne ni u jednoj tacki ¢, ili
drugadije reCeno nigde diferencijabilne funkcije.

Prema tome, Itoov integral mora iznova da se definiSe i konstruise. Najprirodniji nacin je da se koristi isti
graniéni postupak kao prilikom konstrukcije Rimanovog i Stiltjiesovog integrala, s tim 8to ¢e analog prosto
funkciji, ovoga puta biti prost proces (ili sluCajna stepenasta funkcija). Prilikom konstrukcije datog integrala
moramo voditi raGuna da Itoov integral mora da zadrzi i neke osnovne osobine integrala (videti ref. [9]) a to su:

t
(i) Akoje f (w,t) = ¢ (c=const), onda je: chB(s) =c(B(T)-B(0));
0
T a T
(i) Aditivnost: [ f (@, ) dB(S) =[ f (e, ) dB(S) +[ f (,9) dB(S); (3.3)
0

0 a

(iiii) Linearnost: j[a f(@,9) + fg(w,9)] dB(S) = j f(w,9)dB(s) + S j 9(w, ) dB(S) ;
0 0 0

Sve tri navedene osobine (i)-(iii) oznaciéemo brojem (3.3).
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3. ltoov integralni racun

3.1 Definicija i konstrukcija Itoovog integrala

Uslovi egzistencije ltoovog integrala
KlaseH2i L7

ltoov integral deterministi¢ke proste funkcije
ltoov integral proste slu¢ajne funkcije
ProSirenje definicije ltoovog integrala
Osobine ltoovog integrala na klasi H2

VVVY VY

3.1.1 Uslovi egzistencije Itoovog integrala

Pojam apstraktnog integrala u nekom prostoru uvodi se u odnosu na datu meru. Prema tome, vazno je
izdvajiti klasu funkcija na koje se moZe primeniti postupak integracije i tu klasu ¢ine ba$ merljive funkcije?. Tako
da se prvi uslov egzistencije integrala odnosi na osobinu merljivosti funkcija, dok se drugi uslov odnosi na
integrabilnost funkcija. Pod pojmom integrabilnih funkcija podrazumevamo merljive funkcije sa konagnom L*
normom oblika [PrilogAJ: [l f1du<+oo.

S obzirom na to da postoji analogija izmedu postupka konstrukcije apstrakinog integrala na
proizvolinom prostoru integrabilnih funkcija i konstrukcije ltoovog integrala na prostoru slu¢ajnih funkcija,
odnosno slu€ajnih procesa zakljuCujemo da konstrukcija Itoovog integrala ima smisla, ukoliko je podintegralna
funkcija f(w,t) merljiva funkcija na prostoru Qx[0,T] i ako ispunjava uslov integrabilnosti (tj. pripada prostoru
integrabilnih funkcija).

U radu navodimo kako se definie Itoov integral deterministiCke proste funkcije, sluéajne proste i
slu€ajne slozene funkcije. Kako je sluCaj deterministicke proste funkcije najednostavniji, samim tim su i uslovi
koje moraju da ispune te funkcije elementarni, a to su merljivost i integrabilnost. Naprotiv, kod slu¢ajnih funkcija (i
prostih i sloZzenih) name¢u se dodatna ograni¢enja koje procesi moraju da ispunjavaju, odnosno javljaju se stroZi
vidovi merljivosti, u koje spadaju adaptiranost i progresivna merljivost procesa.

Ako je podintegralna funkcija sluéajni proces, onda data funkcija mora da zadovoljava i osobinu
adaptiranosti. Medutim, da bi stohasti¢ki integral posedovao jo$ neke dodatne Zeljene osobine uvodi se jaci uslov
od adaptiranosti procesa, a to je: uslov progresivne merijjivosti. Na primer, prethodni uslov adaptiranosti procesa
X; nije dovoljan da bi ocekivanje i integral mogli da menjaju mesta (Fubinijjeva teorema), ali uslov progresivne
merljivosti nam to obezbeduje, videti ref. [9]. Progresivna merljivost podintegraine funkcije obezbeduje, izmedu
ostalog i osobinu adaptiranosti ltoovog integrala, pogledati ref. [10] i [15].

Napomena Generalno govoreci konstrukcija stohastickog integrala postupkom aproksimacije prostim
funkcijama mogla bi da se izvede i samo za merijive procese, jer je skup prostih procesa gust u skupu merijivih
funkcija. Medutim, tada ne bi bio ispunjen uslov da je stohasticki integral martingalski proces, odnosno da je
Itoov integral .

20 Pojam merljivosti funkcije ne zavisi od date mere na polaznom prostoru, ve¢ od izbora c-polja na tom prostoru.
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3. ltoov integralni racun

3.1.2 Klase H[0,T] i L% oc[0,T]

U prvom koraku razvoja i definisanja Itoovog integrala koristicemo samo podintegralne funkcije koje
pripadaju klasi merljivih, integrabilnih i adaptiranih sluajnih procesa, koje opisujemo slede¢om definicijom,
reference [15] i [18].

Definicija 3.1 (Klasa procesa 3£?[0,T]). Prostor H*=3?[0,T] je skup svih slu¢ajnih procesa f (e,t),te[0,T], koji
su progresivno merljivi (merljivi), adaptirani u odnosu na filtraciju{ F} i za koje vazi uslov integrabilnosti:

EUOT fz(w,t)dt] <tw. (3.3a)

Napomena Vektorski prostor integrabilnih slucajnih procesa L%(©2x [0, T],P®t) je nadskup podprostora H? i
vazi: H?c L{(Qx [0, T],P®t). MoZe se pokazati da je H ?zatvoren linearni podprostor skupa L%(Qx [0, T],P®t).
Klasa H*merijivih, adaptiranih i integrabilnih procesa je nedovoljna da bi obuhvatila sve funkcije od interesa, jer
se deSava da neke uobicajene neprekidne funkcije ne ispunjavaju stroge uslove integrabilnosti, pa samim tim ne
pripadaju klasi H2. Zato se uvodi slabiji uslov od uslova integrabilnosti, koji nazivamo uslovom lokalizacije. Na
klasi procesa za koje vaZi uslov lokalizacije, moguce je definisati Itoov integral na Siroj klasi podintegralnih
funkcija nego $to je klasa H*.

Medutim, time smo oslabil iuslov integrabilnosti,zbog ¢ega se deSava da ltoov integral, definisan na klasi procesa
sa uslovom lokalizacije, poseduje samo najosnovnije osobine integrala, dok se druge korisne osobine ltoovog
integrala gube. Prema tome, oslabljenjem uslova integrabilnosti gubimo korisne osobine Itoovog integrala kao
§to su ltoova izometrija, martingalske osobine Itoovog procesa, itd, videti ref [18].

Definicija 3.2 (Klasa procesa sa uslovom lokalizacije£ ? oc[0,T]). Klasa £ 2 oc [0,T] je skup svih adaptiranih i
merljivih funkcija oblika f(w,t): Qx[0,T]—R, koje zadovoljavaju uslov lokalizacije:

P(joT F2(@,t) ot < o) =1. (3.4)

Napomena Primetimo da vazi: #?c L? oc[0,T]. Prema tome, ako je g realna i neprekidna funkcija, tada sve
funkcije: f(w,t)=g(By) pripadaju prostoru £ % oc[0,T].

3.1.3 Iltoov integral deterministicke proste funkcije

Konstrukciju Itoovog integrala poce¢emo od najednostavnijeg slucaja, a to je kada za podintegralnu
funkciju izaberemo deterministicku prostu funkciju iz prostora L?[0,T], koja predstavija funkciju po promenljivoj t i
ne zavisi Braunovog kretanja: f (w,t) = f (t). Mozemo da je zovemo i ne slu¢ajnim, odnosno deterministickim
prostim procesom. Lako se pokazuje da je Itoov integral deterministiéke funkcije iz prostora L?0,T] martingalski
proces, pogledati ref. [9], [18].

Definicija 3.3 (Deterministicka prosta funkcija). Funkcijuf(t) nazivamo prostom deterministickom funkcijom, ako
postoji strogo rastuéi niz realnih brojeva 0= to < t; < ...< t, =T proizvoljine konstante c;, takve da funkcija moze
da se predstavi u vidu kona¢ne sume oblika:

n-1
F0= 261,y O (3.5)
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3. ltoov integralni racun

Definicija 3.4 (Itoov integral deterministicke proste funkcije).Imajuci u vidu osnovne osobine integrala (3.3)
definide se Itoov integral proste deterministicke funkcije prema formuli:

| {) fdg =" ¢ (B -8B) (36)

Zbog osobine da se proizvoljna funkcija merljivog prostora moze aproksimirati prostom funkcijom, sledi
da se ltoov integral proizvoljne (slozene) deterministi¢ke funkcije moze izraCunati kao grani¢na vrednost ltoovih
integrala niza prostih deterministickih funkcija, kojima smo aproksimirali polaznu funkciju. Zamena mesta
integrala i limesa sledi na osnovu teoreme o monotonoj konvergenciji, tzv. TMK teorema.

Napomena Kako Itoov integral proste deterministicke funkcije predstavija linearnu kombinaciju Braunovih
inkremenata za koje znamo da imaju Gausovu raspodelu i da su medusobno nezavisni, sledi da je Itoov integral
proste deterministicke funkcije Gausova slucajna promenljiva sa o¢ekivanjem nula. Pri racunanju varijanse datog
integrala koristimo osobinu nezavisnosti Braunovih inkremenata i dobijamo:

Var([ f(0dB) - 24 (1) =0

Drugim recima, Iltoov integral proste deterministiCke funkcije (3.6) moze da se predstavi u vidu Gausove slucajne
promenljive, oblika: 1~ N (0,0).

3.1.4 ltoov integral proste slu¢ajne funkcije

Prvo ¢emo definisati Itoov integral na klasi prostih sluajnih procesa?', koji zadovoljavaju osobine
adaptiranosti,merljivosti i integrabilnosti, ref. [9].Klasu procesa sa navedenim osobinama oznaciéemo sa ¢, pri
demu vazi H’c H2 Dalje u tekstu, podrazumevaéemo da se osobina adaptiranosti procesa uvek posmatra u
odnosu na standardnu filtraciju Braunovog kretanja { 7%} .

Definicija 3.5 (Prost slucajni proces). Proizvoljan proces { X}, t€[0,T] nazivamo prostim adaptiranim slucajnim
procesom, ako postoji strogo rastuci niz vremenskih trenutaka O=ty, < t; < ...< t,=T i proizvoljne sluajne

promenljive &, sa osobinama a €F;; i E(aiz)< oo, takve da vazi:
n-1

X, = (o) =) a() Ut <t<t,,). (3.7)
i=0

Definicija 3.6 (ltoov integral prostog slucajnog procesa). Itoov integral prostog adaptiranog slu¢ajnog procesa

definiSe se prema formuli:
n-1

1(f)(@) =2 a(@){B, , ~By}. (38)
i=0
Napomena U slucaju kada je podintegraina funkcija slucajan proces, slucajna promenljiva koja se dobija kao

reSenje ltoovog integrala ne mora da ima Gausovu raspodelu,kao $to je to bilo u slucaju deterministickog prostog
procesa.

21 Prost slu€ajan proces ima oblik stepenaste funkcije.
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3. ltoov integralni racun

3.1.5 Prosirenje definicije ltoovog integrala sa skupa prostih na skup slozenih
slucajnih procesa (H,"— H?)

Sledecéi korak u definiciji ltoovog integrala sastoji se u tome da se prosiri domen operatora I(f) sa skupa
Ho* na skup H? a za to je neophodno pokazati da je Itoov operator neprekidan, ref. [18]. Posto je linearan
operator | neprekidan ako i samo ako je ogranien, trebalo bi da pokazemo da vazi slede¢a nejednakost za Itoov

operator: O <™. (3.9)

Navedena nejednakost je posledica naredne teoreme.
Teorema 3.1 (ltoova izometrija na skupu Ho2). Ako je f e >, tada vazi:

ey |f

(3.10)

e@,rF P —I'llz@xpT,Ppet):

Dokaz
Ako postoji bilo koje M<+o za koje je ispunjena nejednakost (3.9), sledi da je operator neprekidan. Itoova
izometrija se svodi na podslu¢aj kada je konstanta M=1, odakle se dobija da je | ograni¢en i neprekidan. Zato,
pokazimo gornju jednakost normi. Na osnovu definicija 8.12 i 8.13 iz priloga A, dobijamo norme funkcije f u
prostorima integrabilnih slu¢ajnih procesa L%(Qx[0,T],P®t) i integrabilnih sludajnih promenljivih L%, F,P):
T 2
2 .
| ] 12(Qx[0,T],P ®1) Z{E(J.f (o, 1) dt )} !
0
1
2
IOl e, 7.0y =LECQZ(E) 2.
Neka je data funkcija f (w,t)eH %, oblika:

n-1

fo,) =Y a(@)-1t <t<t,).
i=0
n-1 2
Tadaje: f2(o,t)=| D a(w)-1(t; <t<t;,,)
=0
n-1
= sI<)jsNn—
Na osnovu sledecih Cinjenica: Ut <t<t,,)’ =1t <t<t,)

1t <t<t,)-At <t<t )=0 i#],

dobijamo konacan izraz za kvadrat date funkcije:

n-1

(@)= a’(@) Ut <t<t,,).
i=0
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3. ltoov integralni racun

Dalje, raunamo normu prema formuli:

T T
1o tom o0 €| | P |-€ ]
0 o i=0

n-1 T
= E{Zaiz(a))-fl(ti <t£ti+1)dt}
i=0 0

n-1

a°(0)-1(t <t<t,,) dt}

n-1
i dobijamo: 1]l oot poy = 2L E@ - Gy —t)-
i=0
Da bismo izradunali normu u prostoru L, F,P), treba da izragunamo prvo veli¢inu 1 2 (f ).

n-1 2
1O =0 (1=E| a6, 8,1 -
i=0

[Z 3 -(BtM—Bti)Z) +2

|_;

ai (a))al (w)(BtHl N Bti)(Btj+l B Bti )]

o

0<i<j<n-1
-1

E(aiz.(BtH1 -B, )2) +2 1E(ai (@)aj(@)(By , ~B)(B; B ))

O

O<i<j<n-

MH

E(a (B, — By ))

Na osnovu nezavisnosti Braunovih inkremenata: (B+i+1—Bi) i (Btj+1—B;) i nezavisnosti koeficijenta a;(w) od
(Btis1—By1;) i zbog E(Bii+1—B1i) = 0, zakljuéujemo da je suma ocekivanja unakrsnih proizvoda jednaka nuli.
Daljim sredivanjem poslednjeg izraza dobijamo:

n-1 E(X-Y)=E(X)-E(Y)| na
i;()E(az-(sM—Btif):{ |- Se(a) e, -5

i=0

X'iY nezavisne
|z izraza za varijansu inkremenata:
E(B,,, — By )? _E(Bt B, B, +32i):ti+1_2ti+ti=ti+l_ti’
dobija se izraz za normu L(Q,F,P):
n-1 2
||I (f)” LZ(Q,]:,P) = i% E(a1 ) : (ti+l _ti) .

Na osnovu Cega, zakljuCujemo da su norme u razli€itim prostorima jednake, tj. da vazi M=1.

Napomena Iz teoreme o Itoovoj izometriji zakljucili smo da je Itoov integral | ( f) linearan i neprekidan operator,
koji preslikava prostor F°u prostor L*(Q,F,P). Prilikom tog preslikavanja ltoov integral éuva rastojanje izmedu
elemenata, §to znaci da KoSijev niz iz H *preslikava u KoSijev niz u prostoru L*(Q,F,P). Ovaj zakljucak ée biti
od pomoci prilikom proSirenja domena ltoovog operatora, kada pokaZzemo da elementi klase 2 mogu da se
aproksimiraju elementima iz klase H o>

33



3. ltoov integralni racun

Lema 3.1 (Skup H o’je svuda qust skup u prostoru ). Za proizvoljni proces f (w,t)e H? postoji niz prostih
procesa oblika {f.}, f.eH o2, takav da vazi:

lim | f

n— oo

_fn”Lz(Qx[O,T],P@t) =0. (3.11)

Lema 3.1 moze drugacije da se protumagi: Za proizvoljni proces f (w,t) iz skupa H ?postoji niz prostih
procesa {f.} iz H ¢, koji konvergira ka funkciji f (e,t) u normi L3 x[0,T],P®t). Prema tome, na osnovu leme
3.1 zakljuéujemo da se proizvoljan element f e°moze prikazati kao graniéna vrednost niza {f,} iz skupa #o>
Na osnovu ega sledi da je niz {f,} konvergentan niz u kompletnom prostoru L%(Qx[0,T],P®t), pa je ujedno i
koSijev niz u tom prostoru. Uz dodatnu Cinjenicu da Itoov operator Cuva rastojanje izmedu elemenata,
zakljuujemo da je preslikani niz {1(f,)}, u stvari, Kosijev niz u prostoru L%, F,P)2. S obzirom na to da je
L%(Q,F,P) kompletan metricki prostor, onda svaki Kosijev niz iz tog prostora konvergira, odakle sledi da i
KoSijev niz{ I (f,)} konvergira ka nekom neodredenom elementu iz tog prostora i njega ¢emo oznaditi sa I(f), [18].
Drugadije se kaze i da koSijev niz {I(f,)} konvergira ka elementu I(f) u normi L%(Q,F,P)){j. vazi sledeéi
identitet:

Jijrgo||l(fn)—l(f)|| o =0 (3.12)

[(f)=IlimI(f,)
n—oo
Prema tome, ltoov integral procesa iz skupa #?je korektno definisan.

Napomena Svi prethodno navedeni pojmovi koji se ticu kompletnosti prostora (kao $to su definicija gustog
skupa, Kosijevog niza, itd.) detaljno su izloZeni i obja$njeni u prilogu A, odeljak 8.6.
Napomena Primenom Markovijeve nejednakosti na izraz (3.12) sledi da niz {I(f,)} konvergira ka I(f ) u
verovatnodi. Prilikom aproksimacije elemenata f e H?elementima{f.} ¢ >, prirodno je postaviti sledeca pitanja:
Sta se desava ukoliko odaberemo neki drugi niz f,’, f,"# f,, koji konvergira ka funkciji f ?
Da li ¢e u tom slucaju ltoovi integrali biti jednaki ?

Da bismo pokazali da je Itoov integral | (f) dosledno definisan, moramo da pokazemo da nizovi I (f,’) i 1(f,) imaju
istu graniénu vrednost u prostoru L%(Q,F,P) i da je ta graniéna vrednost jednaka bas I (f).

Teorema 3.2 (Jedinstvenost). Neka su {f.}i{ f,’} dva razli¢ita niza iz H o> j. f., f.’e o, takvi da vaze izrazi:
|f

i1

Tada, ltoovi integrali datih nizova, koji su oblika:I (f,") i 1(f,) imaju istu graniénu vrednost u prostoru LA(Q,F,P).

- fn” L2(Qx[0,T],P®1) —0,

— 0, kada n—oo0. (3.12a)

L2(Qx[0,T],P®1)

Dokaz

Oznaci¢emo grani¢ne vrednosti nizova I(fy’) i I(f,) slede¢im oznakama: | *(f) i I(f ).Treba da se dokaZe u
teoremi da su one jednake, odnosno da vazi sledeci identitet:

=1 20, 7.6y = ©-

22 |z &injenice da je ltoov integral | korektno definisan za proste procese f,eH o*, sledi da su za svako n elementi I(f,)
korektno definisani elementi prostora L(Q,F,P).
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3. ltoov integralni racun

Zato, primenimo nejednakost trougla na formulu iznad i dobijamo sledecu nejednakost:
=1 e py IO =1 e+ () =1 (F)

* Hl(f"')_ly(f) L2(Q, F,P)

Iz izraza (3.12a), koji su dati kao pretpostavke polazne teoreme, zakljuCujemo da su dati nizovi {f.}i{f.’}
konvergentni. Dalje, ako primenimo formulu (3.12) na date nizove {f.} i {f,’}, dobijamo da prvi i treci ¢lan gornje
nejednakosti teze nuli.Ostaje nam jo$ da odredimo drugi &lan te nejednakosti.

fn - fnl

+
L2(Q,F,P) (3 13)

Zato primenimo nejednakost trougla na izraz

2(Qx[0,T],P ®1) < [t -t

i dobijamo izraz:

f

Z(Qx[0T,POY T Hf ~f,

n— fn 2(Qx[0T],P®1)
Na osnovu (3.12a) iz gornjeg izraza dobijamo:

f

n FaxpTpey 0 N (3.14)

|z Einjenice da nizovi f,, f,’ pripadaju prostoru o2, sledi da i njihova razlika pripada tom prostoru, odnosno vazi
f,—f. €M%, odakle sledi da na tu razliku mozemo da primenimo teoremu o Itoovoj izometriji, odakle dobijamo:

HI (f.-1,)

Dalje, na osnovu linearnosti ltoovog integrala i izraza (3.14) sledi:

[ t-r1ct,)

2@QrFp) Mo

L2(Qx[0,T],P®1)"

—0
L2(Q,F,P)

Odakle dobijamo: IHcey—=17(H)| .. =0

Napomena Time §to smo Itoov integral definisali kao graniénu vrednost konvergentng niza uspeli smo da
dokazemo samo egzistenciju Itoovog integrala, odnosno da pokazemo da ltoov integral postoji kao element
prostora L? tj. da postoji kao sluéajna promenljiva koja pripada tom prostoru, ali ne i da taj element konkretno
odredimo.Na osnovu dobijenog izraza:

I1CF)=1(f)

moZemo da zaklju¢imo da norma razlike slucajnih promenljivih tezi nuli u verovatnoéi. Posledica toga je da je
razlika slucajnih promenljivih jednaka nuli na svim skupovima P-mere jedan (dok na skupovima P-mere nula
razlika moZe da bude bilo $ta, jer nam skupovi P-mere nula nisu bitni). Znaci da ltoov integral moZe da uzima
vrednosti razligitih sluajnih velicina koje se razlikuju samo na skupovima P-mere nula i da L*(Q,F,P)-norma
razlike i dalje zadrZi vrednost nula. Odavde sledi da Itoov integral nije jednoznacno odreden na skupovima mere
nula, ref. [18].

carp 0

Posto je pokazano da je Itoov integral definisan i na skupu 7, sledi da se navedena terorema 3.1 o
ltoovoj izometriji na skupu 3%, moZe prosiriti i na skup i tako dobijamo slede¢u teoremu:

Teorema 3.3 (ltoova izometrija na skupu ). Ako je f eH?, tada vazi:

”' (f)” L2(Q,F,P) — ” f ” L2(Qx[0,T],P®1)"
Ovu teoremu navodimo bez dokaza.
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3. ltoov integralni racun

3.1.6 Osobine Itoovog integrala na klasi #*

Teorema 3.4 (Osobine ltoovog integrala za procese iz klase H?). Neka je X = f (w,t) progresivno merljiv
proces?, takav da je ispunjen uslov lokalizacije (3.4). Tada, je ltoov integral datog procesa definisan i poseduje
slede¢e osobine:

(i) Linearnost.
Ako su ltoovi integrali procesa f (w,t) i g(w,t) definisani i ako su « i § proizvoljne konstante, tada vaZi:

}[a f(@,) + B9, )] dB(t) = a} f(w,) dB(t) + ﬂ} 9(@,t)dB(Y).
(ii) Itoov integ:al indikatorske funkcije na intervalu ;a, b]. o
}1@” ()dB =B, -B,, }1@@] (t)- f (o, t)dB, = T f(w,t)dB,
(iiii) Ocekivanje ItoZvog integrala. 0 a
E(]. f (w,t)dB) = 0.
(iv) ltoova izometrija. 0
E(-T'. f (w,t)dB,)? = } E(f?(w,t))dt .

Osobine (i) i (ii) vaze uvek, dok naprotiv, osobine (iii) i (iv) vaze samo u slu€aju kada podintegralni proces
ispunjava uslov integrabilnosti (3.3a), pogledati reference [9] i [10].

23 Napomenuli smo ve¢ da progesivna merljivost podrazumeva merljivost i adaptiranost procesa.
% 1(ap(t)- je indikatorska funkcija intervala (a,b].
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3. ltoov integralni racun

3.2 Itoov integral kao proces

Napomenuli smo, da za fiksirano vreme t, Itoov integral I(f)(e) na intervalu [0,t] predstavlja sluajnu
promenljivu iz prostora L%(Q,F,P). Prema tome, ltoov integral posmatran u proizvoljnom vremenskom periodu
moze da se interpretira kao proces, uz uslov da je definisan u svakom trenutku tog vremenskog perioda.
Neformalna konstrukcija diskretnog slu€ajnog procesa I; bi podrazumevala “"spajanje” svih vrednosti ltoovog
integrala, koje su raCunate u svakom vremenskom trenutku. S obzirom na to da je ltoov operator, koji smo do
sada opisivali, preslikavao proces u slu¢ajnu promenljivu, trebalo bi definisati "novo” preslikavanje I, koje ¢e
preslikavati proces u proces. Pogledati reference [9], [18]. Za podetak defini§imo funkciju odsecanja oblika:

m(w,s) =Ks<t} ={l s<lod }
0, usuprotnom
Za navedenu funkciju odsecanja m vazi da je element prostora me#?[0,T]. Neka je f proizvolina
funkcija iz skupa 2£2[0,T], tada za svako te[0,T] vaZi da je funkcija f,;= my - f, takode iz tog skupa H?0,T]. Na
osnovu toga, sledi da je Itoov integral te funkcije I( f,) = I(m;- f) pravilno definisan element prostora LA, F,P).
Prema tome, Itoov integral se definiSe kao proces na sledeéi nacin:
def r

(@) =] T (@ 9dB, = | (09 dB, =1 (M- F)(@).

Napomena Prema ref. [18] postupak konstrukcije Itoovog integrala kao procesa je korektan, ali uz nekoliko
dodatnih prepravki. Problem je isti kao i kod ltoovog integrala, jer je u svakom fiksiranom trenutku O<t < T,
proces |, definisan samo kao element prostora LA, F,P), j. kao slucajna promenljiva, koja nije jednoznacno
odredena na skupovima P-mere nula. Drugim reéima, definicija procesa je neodredena na klasi NULL skupova.
Kada bi posmatrali diskretan proces, neodredenost definicije ne bi predstavijala problem, jer verovatnoca unije
prebrojivo mnogo skupova P-mere nula ostaje skup P-mere nula, odnosno povremene i prebrojive
neodredenosti ne mogu da uticu na putanju Citavog procesa. NaZalost, poSto je indeksni skup [0, T] ltoovog
procesa neprebrojiv skup, moZe da se dogodi da unija neprebrojivo mnogo skupova P-mere nula obuhvati ¢ak
ceo Sskup ishoda Q. Dakle, ukoliko na ovaj nacin konstruiSemo proces |; od integrala 1( f;), moZe da se dogodi
da konstruisani proces bude neodreden za svako we Q, odnosno moZe da se dogodi da kao verziju Iltoovog
procesa dobijemo proces koji uopste “ne postoji” (t. nema putanju), jer svaka trajektorija tog procesa pripada
skupu P-mere nula. Ovaj problem se reSava tako $to se od svih mogucih modifikacija (verzija) procesa |,izabere
neprekidna martingalska modifikacija (verzija) procesa I..

Teorema 3.5 (Martingalska osobina Itoovog integrala). Za proizvoljinu funkciju f e postoji proces {13},
te[0,T], koji je neprekidni martingal u odnosu na standardnu Braunovu filtraciju F;, takav da dogadaj oblika:

{o: X, (@) =1(m - f)(w)} ima verovatnocu jedan za svako te[0,T].
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3. ltoov integralni racun

3.3 Itoova formula

Objasnjenje ltoove formule

Definicija ltoovog procesa

Kvadratna varijacija i kovarijacija Itoovog procesa
Formula za stohasticku parcijalnu integraciju
Generalna Itoova formula

ltoova formula za funkcije viSe procesa

YVVVYVYVY

3.3.1 Objasnjenje Itoove formule

U obi¢nom integralnom racunu retko kada se direktno primenjuje definicija integrala prilikom njegovog
izraunavanja. NajéeSce se koristi Njutn-Lajbnicova formula, $to je mnogo efikasniji postupak za raCunanje
integrala. Shodno tome i u stohastickom integralnom raunu se retko primenjuje definicija ltoovog integrala 1.
Buduci da Njutn-Lajbnicova teorema obi¢nog integralnog ratuna ne vazi u stohastickom integralnom racunu, za
izraCunavanje stohastickih integrala koriste se drugi matematicki aparati. NajéeS¢e se u praksi se za
izraCunavanije stohastickih integrala koristi ltoova formula .

Najednostavnija verzija ltoove formule glasi:
Teorema 3.6 (Itoova formula za Braunovo kretanje). Neka je proces B, Braunovo kretanje na intervalu [0,T] i
neka je f : R—»Rneprekidna i dva puta diferencijabilna funkcija na skupu R, tada za svako t < T vazi:

f(B)= f(0)+.([ f’(BS)dBS+%J; f"(B,)ds. (3.15)

Dokaz
Pocénimo tako $to ¢emo podeliti interval [0,t] na n ekvidistantnih taCaka: t=it /n, 0<i <n, At;=t; — t;_1, a potom
¢emo razliku funkcije f na krajevima intervala razviti u sumu, kao u referenci [18]:

n
f(B)-f(0)=D.{f(B,)~f(B, )}. (3.16)
i=1
Tejlorova teorema: Ako funkcija f ima neprekidan drugi izvod, tada za svako realno x iy vaZi:

f(Y) -1 =(y-xf '(X)Jr%(y—x)2 ') +r(xy),

y
gde se ostatak r racuna formulom:r (x,y) = [ (y—u)(f"(u)— f"(x))du . (3.16a)
X

Ostatak uTejlorovoj teoremi moZe da se prikaZe i drugacije:

y "
063 = > (Y- @ du i x ) = 2 (y-x°

Primeni¢emo zatim Tejlorovu aproksimaciju sa ostatkom na datu razliku f (B 4) — f (B .1), ali pre nego
Sto to uradimo prodiskutovacemo ostatak r iz Tejlorove formule. Dakle, prema postavci polazne teoreme imamo
da je f neprekidna funkcija i uz dodatnu pretpostavku da je definisana na kompaktnom skupu (intervalu) dobija
se da je f uniformno neprekidna funkcija. Na osnovu navedenih pretpostavki, iz formule za ostatak r iz Tejlorove
formule izvodi se sledeéa nejednakost nejednakost: Ir(x,y)l < (y-X)*h(x,y), gde je h uniformno neprekidna i

% Jtoova formula se na engleskom Cesto koristi i pod nazivima: change of variable formula ili chain rule.
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3. ltoov integralni racun

ograni¢ena funkcija i za svako x vazi jednakost: h(x,x)=0. Dalje, primenimo Tejlorovu teoremu na razliku iz
jednacine (3.16), odnosno na razliku: f (B4) —f (B.1) i dobijamo:

).

Novodobijeni izraz vratimo nazad u istu jednacinu (3.16), a zatim je predstavimo kao zbir tri ¢lana, koja ¢emo
redom obeleZiti oznakama A, B, C.. Prema tome, iz izraza (3.16) dobijamo:

i-1

f(B,)-f(B, )="f'(B, ) (B —Bti1)+% £"(B, )-(B, —B, )?+r(By.B,

f(Bt)—f(O)=Zf’(BtH)-(Bti —Btil)+%Zf”(Btil)-(Bti -B, )+ r(B,.B, ). (317)

i=1 i=1

1. An 2. Bn 3.Cn

Sredivanje ¢lana A,:
Buduci da je funkcija f ’ neprekidna, kada pustimo da n—co dobijamo da prvi ¢lan A, predstavlja ltoov integral:

pt
A, _)jf'(BS) dB, .

Sredivanje ¢lana B,:
Drugi ¢lan B, liCi na kvadratnu varijaciju Braunovog kretanja. Prema tome, moZemo intuitivno da pretpostavimo
oblik tog €lana, a zatim i da ga dokazemo:

B, = > 1"(B, ) (B, ~B )" > o) (B, )1,

i=1 2 i=1
Dakle, treba da pokaZzemo da razlika izraza sa leve i izraza sa desne strane teZi nuli, pri éemu éemo datu razliku
oznaditi sa B, .Tada dobijamo:

én :%Z f”(Btifl)'(Bti - Btifl)z B %Z f”(Btifl)'(ti _tifl)

i=1 i=1

=22 1B, DA, ~B) - (-

i=1

Kako je E(B,) =0, sledi da se za varijansu &lana B, dobija izraz:
) 52 1 > 2 2 2
Var (B,) = E(Bn)zzi;E[f"(Btil) L (B, -By )2 —(t -t} }+

€hiy €Ay €A

1 " "
FL2E Y TR TR B B -6t (@ -8

0<i<j<

Y-t -t )

j-1

6.7‘}]71
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S obzirom na to da je Byj —Btj.; nezavisno od c—polja F;;.; sledi:

E(B}) = 32 E[ (B, )4 (B, =B, )*—(t—t_y) }2]+

i=1

IN

=0

Y E{te, )@ (@ -8 ) - -t) | E[@ B )t |

2 0<i<j<n

|

+

Dakle, zakljuujemo da usled ortogonalnosti svojih sabiraka sledi da je suma ocekivanja unakrsnih proizvoda

jednaka nuli. Kako je (B4 —B.1) nezavisno od Bj., za varijansu I§n dobijamo sledeéi izraz:
- 1 . 2
E(B%) =Zz[5(f (Bti,l)z)' E{ (B, ~By, )?— (& —ti_l)} } . (3.18)

i=1
2
Nastavimo sa sredivanjem izraza (3.18), tako §to ¢emo prvo odrediti ¢lan: E{(Bti - Bti,l)z_ (t; —ti_l)} :
2 2
E{(B, -8, )"~ —tp)| =
= E{(Bti - Bti—l)4_2 (By, - Bti71)2 (G =) + (& _ti—l)z}

= E(Bti - Bti71)4_2 (t —%_1) E(Bti - Bti,l)2 + (& _tifl)z
E(B, -B ) =0;
=Var(B, B, )=E(B, -B; )*=At;
2
E(B, —B;, ) =3(At);

2
t
=3(at) - 2(at) + (At ) = 2(—) .
n
Proverimo da li je varijansa Bn ograni¢ena?
Posto funkcija f”,(f”)? u izrazu (3.18) uzima razne vrednosti na svom intervalu definisanosti K, naéi éemo njen

supremum: S.Jp‘ fr (x)z‘ :

xeK

Zatim, iz jednakosti Sup| f (x)| = | f||. , dobija se konacan izraz za varijansu:
xeK

o Ly 2 (Y 20
E(BY) <= ||f" 2= | =— "
@ <3ICE S2(L) - S,
Kada pustimo da n—oo, iz posledneg izraza dobija se da oCekivanje i da varijansa teZe nuli, odnosno:
E(B’) -0, Var(B,) = E(B’) »0.

v ~ . P
Odakle, primenom CebiSevljeve nejednakosti dobijamo da koeficijent B, tezi nuli u verovatno¢i: B, —0.
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Sredivanje ¢lana C,;:
Ostala je jos da se uradi procena ostatka u izrazu (3.17), tj. da se pokaZe da treCi ¢lan C, teZi nuli:
n p
C,=>.r(B, B )0,
i=1
Vet je redeno, da se za neprekidnu funkciju f definisanu na kompaktnom skupu, ostatak u Tejlorovoj formuli
dobija iz izraza: Ir(x,y)| < (y-X)?h(x.y), odakle se dobija da je treéi ¢lan C, sledeceg oblika:
n
IC,|< > (B, -B, )*-h(B, ,B).
i=1

IzraGunajmo oCekivanje gornjeg izraza i primenimo KoSijevu nejednakost na izraz sa desne strane:

E|C,| < i E[(Bti - Btil)“]; : E[h2 (B, ..B, )}; . (3.19)

i=1
Prvi faktor se jednostavno izracunava: E(B, - Bti—l)4 =3t?/n?. (3.20)

Ako iskoristimo €injenicu da je funkcija h uniformno neprekidna i da je h(x,x)=0 za svako x, mozemo da
procenimo i drugi faktor u jednacini (3.19). Kako je h funkcija dve promenljive, onda ¢e za sve uredene parove
vaziti nejednakost (3.20a), a ako vazi za sve uredene parove (a,a,), onda mora da vazi i za sve uredene parove
oblika (a;,a;). Prema tome imamo:

(Ve >0)(35 = () V(% Y), (a,8,) € RO)|(x ) - (a, )| < 5 =|n(x, y)—h(a,a,) | <e. (3.20a)

Na osnovu datog izraza mozemo da napravimo procenu funkciie h?(B .1, Bri), kao i njenog ogekivanja. Prema
tome, o&ekivanje funkcije h?(B t;.1, By;) rastaviéemo na zbir vrednosti date funkcije kada je razlika ly — x| < & i
kada je razlika |x — y| > ¢ , odakle dobijamo:

2
E|h* (B, ,.B,) |<c”-P(B, B, |<&)+|N]-P(B, - B, [|>5)=

<o+ |2 o e, -8, )

(3.21)

N e
n

Kada primenimo rezultate iz izraza (3.20) i (3.21) u nejednakost (3.19), dobijamo gornje ograni¢enje za E |C,| :

cicy<nfse) (oL "2 imape(c)<s
n| = 2 : © P (|Cn|)S3 te.
n n n— oo

Na osnovu definicije uniformne neprekidnosti sledi da je gorniji izraz ta¢an za svaku pozitivnu vrednost &, a to
znaCi da ¢e i za proizvolino malu vrednost € postojati vrednost n(E), poCev od koje ée gornja nejednakost biti
ispunjena, odakle sledi da E(]C,|)—0, kada h—oo.

p
Ako jo$ jedanput primenimo Markovljevu nejednakost dobijamo C, — 0O, Sto je i trebalo dokazati.

2 U drugom ¢lanu sa desne stranje nejednakosti izabrali smo supremum funkcije h%(B:;.1, Bt;) kao njeno gornje
ograni¢enje,a zatim smo iskoristili Markovljevu nejednakost da u datom izrazu zamenimo verovatnocu sa oCekivanjem.
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Napomena Dokazali smo da ltoova formula vazi za sve C? funkcije definisane na kompaktnom skupu. Ako
funkcije sa tom osobinom obeleZimo oznakom fye c?, dobijamo Itoovu formulu u slede¢em obliku, koja vaZi
samo za funckije sa nevedenom osobinom:

t 1 1t n
f, (B)-f, (0)=J;fM (B) st+E£fM (B,) ds. (3.22)

ltoova formula na skupu f € C(R):

Na osnovu [18], da bi pokazali da Itoova formula vazi u opstijem slu€aju, moramo da pokazemo da vazi
za sve funkcije iz skupa CX(R). Drugim re¢ima, moramo nekako da predstavimo funkcije iz skupa C*(R) pomocu
funkcija sa kompaktnim nosaem fy;, §to éemo uciniti pomoc¢u naredne leme:

Lema: Za svaku funkciju fe C¥(R), postoji funkcija sa kompaktnim nosacem fy, € C?, takva da vaZi: f(X)=fu(X),
za svako IX| < M.

Dalje, ako primenimo navedenu Lemu na neprekidne funkcije oblika f(B)eC?*(R), sledi da postoji
kompaktna funkcija fy, €C? takva da vazi: f(B)=fy (By), za svako |B] < M. Zatim, definiemo slu¢ajnu
promenljivu koja predstavlja prvi vremenski trenutak kada trajektorija Braunovog kretanja prede vrednost M,
odnosno definiSemo sluéajnu promenljivu koje je oblika: 7y, = min{t :|B/> M}#.Tada za svako we{t< 7y} vaze
sledece jednakosti: f (B)=fu (By), f (B)=f 'm (By). Na osnovu teoreme 0 postojanosti ltoovog integrala u skupu
L2 oc (tzv. Persistence of identity theorem) sledi da ¢e za svako we{t < 7} vaziti sledeéi identiteti:

i f'(B)dB, = ! f,, (B,)dB,,
[ (B)ds= f,"(B,)ds.

Kada primenimo gornje identitete u ltoovoj jednadini (3.22) dobijamo da za svako we{t <y}, vaZi jednakost:
t t
f(B)=1O+]f'(B) dBS+%I f"(B,) ds. (3.23)
0 0

S obzirom da je P(z y —)=1 sledi da je jednacina (3.23) ispravna sa verovatno¢om jedan. Prema tome, dokaz
ltoove formule je kompletan i zavrsen.

Primer 3.1. Resiti Itoov intgral [ B.dB, ?

Resenje

Postoji viSe nacina da se reSi dati stohasticki integral. Prvi je malo slozeniji, jer podrazumeva direktnu primenu
definicije Itoovog integrala. Shodno tome, trebalo bi ponoviti isti postupak koji je koriséen u definiciji Itoovog
integrala, odnosno trebalo bi izvrSiti aproksimaciju podintegralne funkcije prostim slu¢ajnim procesima,
definisanim na kona¢nim vremenskim intervalima. Nakon sredivanja formule za Itoov intergal datih prostih
procesa dobijamo izraz koji Ce teziti trazenom integralu kada broj particija tezi beskonacnosti.

Drugi nacin reSavanja polaznog stohasti¢kog integrala je mnogo jednostavniji i koristi ltoovu formulu
(teorema 3.6). Posmatrajmo deterministicku kvadratnu funkciju i njene izvode: f (X)=X, f’(x)=2x, f "(X)=2.
Zatim, primenimo Itoovu formulu na kvadratnu funkciju sledeéeg oblika f (B,) = B i dobiéemo:

f(B) = f(0)+j f'(B,) st+%] f"(B,) ds
0 0

27 Primetimo da je slu¢ajna promenljiva 7, vreme zaustavljanja.
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3. ltoov integralni racun

t t t
2 1 1., 1
=0%+|2B,dB,+=|2ds= | B,dB,==B°-~t.
Bl v! S S 21; v([ S S 2& 2

Postoji i treci nain za reSavanje navedenog stohasti¢kog integrala, koji koristi pravilo za stohasti¢ku parcijalnu
integraciju, o kojem ¢e biti reci u poglavlju za parcijalnu integraciju.

Teorema 3.7 (ltoova formula za funkciju vremenske i prostorne promenljive).Za proizvoljnu funkciju f iz skupa

feC*(R"xR) vazi sledeéa jednacina:
t t t A2

f(t.B)= f(0,0)+j%(s, BS)dBS+I%(s, Bs)ds+%.[27£(s, B.)ds.

Napomena Ako je f proizvoljna funkcija za koju vazi fe C L2(R*xR),tada na osnovu teoreme 3.7 zakljuéujemo
da proizvoljan proces X, oblika:X; =f (t,By), moZe uvek da se predstavi na sledeci nacin:
t t t ;2
of of 1po0°f

X, = X, + ! — (B dB, + { —(8B) ds+— ! —>(sB,) ds (3.24)
Ovakav zapis procesaX; naziva se stohasticki integralni zapis.Postoji i skraceni zapis ove formule,tzv. stohasticki
diferencijalni zapis Itoove formule,koji se zbog svoje jednostavnosti mnogo ¢esce koristi u literaturi od integralnog
zapisa. Pri tome, napominjemo da stohasticki diferencijal funkcije nismo definisali, tako da treba voditi rauna o
tome da iza ovakvog zapisa uvek stoji integralna jednacina. Diferencijalni oblik ltoove formule glasi:
10°f
——t, dt. 3.25
> 22 (t.B) (3.25)
Itoova teorema obi¢no se koristi za nalaZenje diferencijala funkcije nekog procesa i ona je analog izvodu sloZene
funkcije u obicnom integralnom racunu(Chain rule). Kao i Njutn-Lajbnicova formula u obi¢nom interalnom racunu,
Itoova formula se definie i u sloZenijim oblicima, pogledati [18].

of of
dX, = (L) B+~ (t,B) dt +
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3. ltoov integralni racun

3.3.2 Definicija Itoovog procesa

Definicija 3.7 (Definicija ltoovog procesa). Proces{ X}, t€[0,T] je standardan ili ltoov proces, ako moze da se

predstavi u slede¢em integralnom obliku:
t

t

X, = X, + j a(w, ) ds+ j b(w,s) dB,,za O<t<T. (3.26)
0 0

gde su a(-,-) i b(-,-) adaptirani i progresivno merljivi procesi (merljivi procesi), koji ispunjavaju uslove lokalizacije:

Q) P(I()T|a(a),s)|ds<oo)=:|,

(ii) P(J‘OT|b(a),s)|2ds<oo):1.

Uslovi lokalizacije za procese a(-,+) i b(:,-) mogu i drugaCije da se postave. Tako da za svako t< +oo0 moraju da
vaze sledei uslovi{ aslog(9)} € £ ' oc, {bsloq(S)} € L % oc, ref. [9]1[18].

Napomena Itoov proces (3.7) moze da se predstavi i u stohastickom diferencijalnom obliku, koji se zbog svoje
jednostavnosti ¢esce koristi od integralnog zapisa i sledeceg je oblika:

dX, = a(e,t)dt+b(w,t) dB,,za0<t<T. (3.27)
Diferencijalni oblik Itoovog procesa, napisan bez integralnog zapisa nema nekog posebnog smisla, odnosno
diferencijalni zapis sam za sebe nema nikakvog smisla. Razlog tome jeste $to je Braunovo kretanje nigde
diferencijabilna funkcija. Prema tome integralni zapis se uvek podrazumeva. Napomenimo da je skup ltoovih
procesa (skup svih procesa koji su oblika (3.7)) prirodni domen za teoriju ltoove integracije. To znaci da
proizvoljan proces koji se definiSe kao glatka funkcija ltoovog procesa i vremenske promenljive t, tj.proces
oblika:U=g(X,t) pripada skupu Iltoovih procesa i prema tome, moZe eksplicitno da se predstavi kao stohasticki
integral. Drugacije moZe da se kaZe da je skup Itoovih procesa zatvoren.

Napomena Itoovi procesi mogu da se tumace i kao reSenja stohastickih diferencijalnih jednacina (SDE), videti
ref. [10]. Prema tome, ako ltoov proces {X{} zadovoljava integralnu jednacinu (3.26), tada ujedno reSava i
stohasticku diferencijalnu jednacinu oblika: dX; = a,dt +b.dB, za0<¢<T. (3.28)
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3.3.3 Kvadratna varijacija i kovarijacija ltoovog procesa

U poglavijima 8.2 i 8.3 priloga A, date su osnovne definicije i teoreme iz oblasti varijacije i kovarijacije realne
funkcije i sluéajnog procesa, a za detaljnije tumacenje varijacije i kovarijacije Itoovog procesa i integrala pogledati
ref. [9]. U ovom poglavlju ¢emo obrazloziti varijaciju i kovarijaciju ltoovog integrala i Itoovog procesa. Za ltoov
integral koristicemo slede¢u oznaku: I=¢XsdBs.

Teorema 3.8 (Kvadratna varijacija ltoovog integrala). Kvadratna varijacija Itoovog integrala I, data je formulom:

[1,1], = [} X dB,, }xs dBS} t)= } X7 ds®. (3.29)
0 0 0

Napomena Slicno procesu Braunovog kretanja i ltoov integral je neprekidna i nigde diferencijalna funkcia.
Prema tome, ltoov integral |, ima beskonaCnu varijaciju na intervalu [0t], za svako ¢t < T, ako vaZi sledeca

nejednakost |} X *ds > 0.

Teorema 3.9 (Kvadratna kovarijacija ltoovog integrala).Kvadratna kovarijacija ltoovih integrala 1, i I, ® koji su
definisani na intervalu [0,t], data je formulom:

t t t
[1,1,], = Lf) x® dB,, (j)x? dBS}(t) =£ X®.xP ds. (3.30)
gdesu: 1P = ' xPdB, i 1P =[' xPdB, .

Teorema 3.10 (Kvadratna varijacija ltoovog procesa). Neka je X Itoov proces: X, = X, + [} u.0s+ [} o,dB, .
Tada kvadratna varijacija procesa X, ,0<t < T postoji i data je formulom:

[X, X](®) =[X] {}as st}a) ~[o?ds. (331)

Dokaz
Kako su ltoov proces X; i ltoov integral oinka:ﬁ o,dB, slucajne neprekidne funkcije i kako je integral:ﬁ uds
neprekidna funkcija po promenljivoj t kao i funkcija ograni¢ene varijacije, tada za varijaciju procesa X; dobijamo:

[X,X]; =[X], =_iﬂs ds+io-sstJ(t) .,
[X, X1, =[X], = Iﬂ ds+§)osd85}(t>
= _iys de| )+ 2|::I),us dS,iO'S dBS} )+ |:i0'5 dBS:l )=
[l ]0-foren
E )

Na osnovu teoreme 8.3 iz priloga A, sledi da su kovarijacija i varijacija u kojima se javlja integral j; u dsjednake
nuli. Prema tome dokazali smo varijaciju ltoovog procesa.

28 | ako je pokazati validnost date formule za proste procese.Uopsten slu€aj se dokazuje aproksimaicijom sloZzenog procesa
prostim procesima.
29 Qvde se koristi formula za varijansu zbira slu¢ajnih promenljivih: var(X+Y)= var(X)+var(Y)+2cov[X,Y].
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Teorema 3.11. Ako su X i Y ltoovi procesi i ako je X ograniéene varijacije, tada je njihova kovarijacija jednaka
nuli [X,Y](t) =0.

Napomena Na osnovu osobina kvadratne varijacije i kovarijaciie (teorema 8.3; Prilog A) i na osnovu osobina
kvadratne varijacije Braunovog kretanja,imamo:[ B,B] (t)=t, [ B,t] (t)=0, odakle izvodimo neformalna pravila®® za
ra¢unanje diferencijala kvadratne varijacije i kovarijacije Braunovog kretanja i deterministicke funkcije vremena.
Na osnovu tih pravila se kasnije izvode analogna pravilna za Itoove procese, pogledati ref. [9] i [18]. Navedena
pravila su sledeceg oblika:

d[B, B](t) =dB, -dB, =dt, d[B,t](t) =dB, -dt =0, d[t,t](t) =dt-dt =0.
Na osnovu navedenih pravila, konvencijom se uvodi formalan postupak za ra¢unanje i manipulaciju sa

stohastickim diferencijalima, koji u mnogome pojednostavijuje stohasticki racun. Navedeni postupak se naziva
Boks algebra i izveden je iz Engleskog naziva Box algebra i glasi:

dt  dB
¢ 0 O (3.32)
dg 0 dt

Ve¢ smo spomenuli da se na osnovu Boks algebre, kao i osobina kvadratne varijacije i kovarijacije Itoovog
procesa izvodi jo$ jedan skup neformalnih pravila, koja se odnose na ltoove procese,umesto na Braunov proces:

d[X, X](t) = dX, -dX,, d[ X, Y](t) = dX, - dY,. (3.32a)

Teorema 3.12 (Kvadratna kovarijacija ltoovog procesa).
Neka su dati Itoovi procesi sledeceg oblika: dXi= s (t)dt+ ox(t)dB; i dY=a(t)dt+o\(t)dB;. Tada se kvadratna
kovarijacija datih procesa raCuna prema formuli: d[X,Y](t)= ox - o\(t) dt.

Dokaz

Prema pravilima Boks algebre za raCunanje stohasti¢kih diferencijala, kvadratnu kovarijaciju dva Itoova procesa
dobijamo iz formule d[X,Y](t)= dX;- dY;, odnosno kao proizvod diferencijala tih procesa. Prema tome, za
kovarijaciju datih procesa dobijamo:

d[X,Y](t) = dX, -dY, =
= (1, () dt + o, (1) dB) - (12, (t) At + o, (£) AB,) = 7 (1) - 7y (1) (AB)? = 0 (1) - oy (1) .

30 Ovde se koristi osobina da je funkcija t neprekidna funkcija ogranicene varijacije, kao i da je proces Braunovog kretanja
neprekidna funkcija sa kvadratnom varijacijom t.
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3.3.4 Formula za parcijalnu integraciju (stohasti¢ko pravilo proizvoda)

Pravilo proizvoda za stohasticku integraciju, odnosno parcijalna integracija u stohasti¢kom integralnom
raéunu je analog formuli za diferencijal proizvoda u obiénom integralnom rafunu. S obzirom da u obi¢nom
integralnom radunu raspolazemo samo funkcijama ograniCene varijacije, a u stohastickom integralnom racunu
raspolazemo funkcijama i ograni¢ene i beskonacne varijacije sledi da bi trebalo da se napravi uopStenje ovog
postupka koje bi vazilo za sve funkcije i ograni¢ene i beskonacne varijacije, ref. [9].

Teorema 3.13 (Stohasticka parcijalna integracija).
(i) Formula za stohasti¢ku parcijalnu integraciju u integralnom obliku glasi:

XY, = Xo¥o = [ XY, + [ YdX, +[X, V(D). (3.33)
(if) Formula u diferencijalnom obliku glasi:
d(X,Y,) =X, dY, +Y, dX, +d[ X,Y](t). (3.34)

Dokaz

Prvi nadin za izvodenje formule za stohasti¢ku parcijalnu integraciju, odnosno diferencijal proizvoda je da se
koristi Itoova formula za funkciju dve promenljive f (X,y)= X-V, 1j. ltoova formula za funkcije viSe procesa o kojoj
¢e biti re€i u narednim poglavijima.

Drugi nacin za izvodenje formule (3.33) je pomo¢u formule za kvadratnu kovarijaciju i ovaj dokaz je
potpuno nezavisan od ve¢ navedenog nacina koji koristi Itoovu formulu za funkcije viSe procesa. Dakle, podimo
od formule za kvadratnu kovarijaciju procesa Xi Y :

n-1
[X’Y]t= lim Z(Xti+1_xti)(Yti+1_Yti)'

|z|>0 i=0
n-1
Ako se navedenoj sumi doda, a zatim oduzme Clan: z XYy, » dobija se:
i=0

n-1 n-1 n-1
~ lim Z(Xti+lYti+1 B Xtthi ) _Z Xti (Yti+1 _Yti ) _ZYti (Xti+1 B Xti ):|
|z|—0 | i=0 i=0 i=0

n-1 n-1
= 1im | (X¢,Ye, =X toYto) _Z(:) Xy (Yti+l -Yy) _Z)Yti (Xti+1 —Xy )}
= |=

n-1 n-1
= i (X Y, =X, Yo) - Z xti (th _Yti ) _ZYti (thl - Xti )}
i=0 i=0

Poslednje dve sume konvergiraju u verovatnoci ka ltoovim integralima, odakle dobijamo Zeljeni izraz:

t t
[X, Y1) = XY, = X Yo = [ XY, = [ YooX,

Napomena Na osnovu formule za stohasticku parcijalnu integraciju dobija se jo§ jedan izraz za racunanje
kvadratne varijacije procesa i glasi:  [X,X](t)= X7 — X -2} X_dX_. (3.35)
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Primer 3.2

|zraziti ltoov integral: [o'f (S)dBspreko integrala: [o'By(w)df(s)? Pretpostaviti da je f deterministicka, neprekidna
i diferencijabilna funkcija.

Resenje

Pocnimo od izraza za stohasticki diferencijal proizvoda funkcije f (t) i Braunovog kretanja, odnosno stohasticke
parcijalne integracije, odnosno d(f(t)-B)=f(t)dB+B, df(t)+d[f(t),B]. S obzirom na to da je funkcija f (t)
deterministiCka i neprekidna, a na osnovu (teoreme 8.3; Prilog A) sledi da je kovarijacija: [f(t),B]=0. Prema
tome, iz polazne formule dobijamo sledeci izraz: d(f (t)-By) = f (t)dB+B; df (t), koji u integralnom obliku glasi:

0

t t t t
f(t)-Bt—f(O)-BO=J.f(s)st+J.Bsdf(s): J.f(s)dBS: f(t)-Bt—f(O)-BO—jBSdf(s),
0 0 0
$to je i trebalo dokazati.

Napomena Primetimo, da ako je jedan proces neprekidan i ogranicene varijacije, tada je kovarijacioni ¢lan u
izrazu za stohasticku parcijalnu integraciju (3.33) jednak nuli, pa se data formula svodi na formulu za obi¢nu
parcijalnu integraciju.

Primer 3.3.

Resiti integral j; B,dB,, iz primera 3.2 koristeCi stohasticku parcijalnu integraciju ?

Resenje

Primenimo formulu za stohastiCku parcijalnu integraciju da bismo izradunali kvadratnu varijaciju Braunovog
kretanja. To je formula (3.35) koja glasi:

[X, X](t) = X7 - XZ -2} X.dX_,za % = B,
Daljim sredivanjem date formule dobijamo:[B,, B](t) = B — BZ — 2. B,dB, .

Kako je kvadratna varijacija Braunvog kretanja: [B;,By] =t, kao i da vazi: By = 0 dobijamo:

t t
B®=2[B,dB, +t= [ B,dB, =%(Bt2—t).
0 0
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3.3.5 Generalna Itoova formula (ltoova formula za ltoov proces)

Definicija ltoovog integrala u kojoj se kao integrator koristi Braunovo kretanje moze da se proSiri tako
§to se umesto Braunovog kretanja za integrator izabere ltoov proces, pogledati reference [10] i [18]. U tom
slu€aju, dobija se uopsteniji stohasticki integral od Itoovog, koji smo pomenuli u jednacini (3.1).

Prema tome, neka je X; Itoov proces oblika: dXi=a, dt+b; dB,, za koji su ispunjeni uslovi (i) i (ii) iz
definicije 3.7 i neka jeY; adaptiran proces, takav da za svako t < +oo vaze sledeci uslovi 3';

(i) P(}O|YS a,|ds <o) =1, odnosno { Ys- 8- Log(s)} € L' oc.
(i) P((})Yj b2 ds < o0) = 1, 0dnosono { Ye- by- Lon(9} € £0c.
Tada, stohasticki integral oblika: I, = [} Y,dX_ postoji i definiée se sledecom formulom:
I, =£stxs = :j)YSanS +iYSbSdBS, za 0<t<T. (3.36)
Teorema 3.14 (ltoova formula za funkciju f(Xy)).

Neka je{ X}, t€[0,T] ltoov proces sledeteg oblika: dX=(t)dt+o(t)dB,. Ako je f(X) dva puta neprekidna i
diferencijabilna funkcija na R (fe C?(R)), tada stohasticki diferencijal procesa Y; = f(X,) postoji i dat je izrazom:

d f(X,)=f'(X) dX, +% f"(X,) d[X, X],. (3.37)
= f'(X,) dX, +é f(X,) o () dt
=[f'(xt)u(t)+§ f”(xt)az(t)jdw F'(X)o(t) dB.
t t
Integralni oblik ove jednakosti glasi: f (X,) = f(X0)+I f'(X,) de%J' f"(X,)o%(s) ds.
0 0

Teorema 3.15 (ltoova formula za funkciju f (t,X.)). Neka je f eC**(R"xR)32 i neka je{ X}, te[0,T] ltoov proces
oblika (3.26), pri ¢emu je Xo= 0,tada funkcija ltoovog procesa i vremenske promenljive, odnosno funkcija f (t,X),
moze da se predstavi u sledecem integralnom obliku:

jaf jaf 1jazf
f(t,X.) = f(0,0)+ | —(s,X,) ds+ | —(s,X,) dXi += | —5 (5, X,)b*(w,9)ds.  (3.38)
‘ S ot $ X 29 X

Diferencijalni zapis formule (3.38) glasi:

= f, (t, X;)b(w,t)dB, +( f (t, X;)a(o,t) +%b2(a),t) fry (6, X)) + fi (1, Xt))dt.

31 Ukoliko su navedeni uslovi ispunjeni sledi da su oba integrala na desnoj strani jednacine (3.36) ispravno definisana.
32 Drugim re¢ima funkcija f (t,X) je dva puta neprekidna i diferencijabilna funkcija po promenljivoj x i jednom neprekidna i
diferencijabilna funkcija po promenljivoj t .
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Teorema 3.16 (Kada je Itoov proces martingal).Neka je{ X}, t€[0,T] Itoov proces Cija je integralna jednacina
oblika (3.26). U teoremi se pretpostavlja da slu€ajna promenljiva X, ima konacan prvi momenat, da slu€ajni
proces{ ag} pripada klasi H™* i da slucajni proces{bg} pripada klasi 2 Tada, vazi da je Itoov proces{X}
martingal u odnosu na standardnu Braunovu filtraciju akko vazi da je a, = 0 skoro sigurno, za skoro svako t >0.

3.3.6 Itoova formula za funkcije viSe procesa

Ukoliko proizvoljna dva procesa X; i Y; poseduju stohasticki diferencijal u odnosu na Braunovo kretanje
i ako funkcija f (x,y) ima neprekidne sve parcijalne izvode prvog i drugog reda, tada funkcija oblika f (X,Y;)
takode poseduje stohasticki diferencijal, videti ref. [9] i [18]. Da bismo pronasli stohasticki diferencijal slu¢ajne
funkcije koja zavisi od dva procesa, trebace nam, pre svega Tejlorov razvoj deterministi¢ke funkcije drugog reda,
koji je oblika:

_aAxy) o F(xy) Pt Y) 2 O°F(XY) 2, *f(xy) Y) 4
df (x,y) = ax X+ o dy+2( (o) (dx)” + &) (dy)” + oxdy dYJ

Podsetimo se pravila izvedenih iz Boks algebre (3.32a), u poglavlju o kvadratnoj varijaciji i kovarijaciji, koja glase:
(dX,)? =dX, -dX, =d[X, X], = o2 (t) dt,

(dY,)* =dY, -dY, =d[Y, Y], = oy (t) ct,

dX, dY, =d[ X,Y], = oy (t) o, (D)d,
gde su koeficijenti: ox(t) i o\(t) difuzioni koeficijenti procesa X; i Y respektivno.

Teorema 3.17 (ltoova formula za funkcije dva procesa). Neka funkcija f (x,y) ima neprekidne sve parcijalne
izvode prvog i drugog reda, odnosno f eC*(R) i neka slugajni procesi X; iY; imaju stohasticke diferencijale
slede¢eg oblika: dXi= s (t)dt+ox(t)dB; i dY=a(t)dt+o\(t)dB.Tada stohasticki diferencijal funkcije f (X, Y;)
dobijamo iz formule:

df(xt,Yt)—af(Xt’ t) af(xt' t) 16 f(x )dx dx 16 f(xt' I)dY dY
OX X
8 %, t)dX dy.
8X8y t t

Napomena Specijalan slucaj ltoove formule za funkcije dva procesa f (X,,Y;) dobije se kada se Itoova formula
za funkcije dva procesa primeni na funkciju oblika f (X, t). Primetimo da na ovaj nacin moZe da se izvede Itoova
formula sa vremenskim i prostornim promenljivim, odnosno teorema 3.15.
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4. Stohasticke diferencijalne jednacine

iferencijaine jednadine Cesto se koriste za opisivanje evolucije nekog sistema. StohastiCke

diferencijalne jednadine (stochastic differential equations; SDE) se dobijaju kada se u obicne
diferencijalne jednacine uvede sluajna komponenta Suma, odnosno kada se nasumi¢no izvrSi perturbacija
sistema obi¢nih diferencijalnih jednacina, pogledati reference [5] i [9].

Definicija 4.1 (Resenje obicne diferencijalne jednacine).Neka je x(t) diferencijabilna funkcija definisana za t >0
i neka je u(x.t) funkcija dveju promenljivih x i t. Ako za svako t >0 vazi relacija: dx(t)/dt = x'(t) =u(x(t),t), gde
je X(0)=xo, tada x(t) nazivamo reSenjem obicne diferencijalne jednacine (ODJ) sa poCetnim uslovom xq*.

Gornja jednacina moze da se napiSe i u drugacijem obliku: dx(t)=u(x(t),t)dt, a ukoliko je ispunjen
zahtev da je X/(t) neprekidna funkcija, onda vazi:
X(t) = X(0) + [; (x(s), 5)ds.

lako je Braunovo kretanje nigde-diferencijabilna funkcija, Cesto se u literaturi pojavljuje pojam procesa,
koji je jednak izvodu Braunovog kretanja po vremenu i koji spada u procese neprekidne u vremenu sa
medusobno nezavisnim vrednostima, tzv. proces belog Suma, oblika:é(t)=dB(t)/dt=B'(t). S obzirom da izvod
Braunovog kretanja ne postoji, ne postoji ni proces belog Suma. Ako sa o(x,t) oznacimo intenzitet Suma u tacki x
u trenutku t , tada prema dogovoru vazi:

IOT o (X, 1) - £ty it :IOT o (X, 1) BI(t) ct =IOT o(X,.1)-dB,,

gde je poslednji izraz ltoov integral. StohastiCke diferencijalne jednacine (SDJ) nastaju npr. kada se koeficijenti
obicnih diferencijalnih jednacina perturbuju belim Sumom.

33 Obi¢no se dodaje i zahtev da je X(t) neprekidna funkcija.
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4. Stohasticke diferencijalne jednacine

4.1 Definicija, uslovi egzistencije i jedinstvenosti striktnog resenja

Neka je By, za t >0 proces Braunovog kretanja u(x,t) i o(x,t)su date funkcije, a X; je nepoznati proces,
tada jednacinu oblika: dX; = u (X,t) dt + o(X,t) dB, 4.1)
nazivamo stohasticka diferencijalna jednacina vodena Braunovim kretanjem ili SDJ difuzionog tipa. Funkcije
u(xt) i o(x,t)se nazivaju koeficiientima jednacine, gde je u(x,t) mera proseénog rasta X, (average rate of
growth), kaze se i koeficijent drifta (pomeraja), dok je o(x,t) koeficijent volatilnosti, koji meri disperziju procesa
X, ¥, videti ref. [9].
Definicija 4.2 (Striktno reSenje SDJ). Neka je B,, za t >0 zadat proces Braunovog kretanja. Proces X; naziva

se striktno re$enje (Strong solution) stohasticke diferencijaine jednacine oblika (4.1), ako za svako t >0, postoje
integrali: [o 1(Xs,9)ds, [o 0(Xs,5)dBsi ako vaZi sledeca relacija:

X=X, +I;u(XS,S) dS+I;a(XS,S) dB,, (4.2)
gde je Xo pocetni uslov %,

S obzirom da reSenje X; zavisi od trajektorije Braunovog kretanja do trenutka t, sledi da strikino reSenje
SDJ (4.1) moZze da se protumaci i kao funkcional F(t,(B;,s<t)) zadatog Braunovog kretanja B;, videti ref. [9].

Napomena Napominjemo da je samo kod nekih tipova SDJ mogude naci reSenja u zatvorenom obliku (closed
form solution), dok je u velikom broju slucajeva ovaj postupak ili nemoguc ili veoma komplikovan, zbog cega se
pribegava koris¢enju raznih numerickih metoda za izracunavanje reSenja SDJ. Prilikom kori$cenja numerickih
metoda vazno je da su uslovi egzistencije i jedinstvenosti reSenja zadovoljeni, jer nema svrhe numericki traZiti
reSenje koje ne postoji ili koje nije jedinstveno. Uslovi egzistencije i jedinstvenosti reSenja su takode bitni jer nam
na neki nacin opisuju SDJ.

Napomena Postoji uopsteniji oblik SDJ: dX; ()= u(t,)dt+o(t,w)dB, (4.3)
gde koeficijenti u(x,t) i o(x,t) mogu da zavise i od promenljive t i od celokupne proSlosti procesa X; i B, u
oznaci: (Xs,Bs, S<'), tada su koeficijenti jednacine oblika: u((Xs,S < 1),1), o ((Xs,S < 1),t).Jedina restrikcija koja
koju moraju da zadovolje koeficijenti u(t,w) i o(t,w) jeste da budu adaptirani procesi sa definisanim
odgovarajucim integralima.

Teorema 4.1 (Egzistencija i jedinstvenost striktnog resenja SDJ). Neka su u i o merljive funkcije koje
ispunjavaju sledece uslove:
(i) Koeficijenti u i o su lokalno LipSicovi po x i uniformno LipSicovi po t.

To znaci da za svako T i N postoji konstanta K , koja zavisi samo od T i N, takva da za VIx|,|lyl <N i
za svako O<t < T, vaze sledeéi uslovi:

lu(x )= u(y, )| <K|x=y|, |o(xt)—o(y,t)|<K|x—y®. (4.4)
(ii) Koeficijenti i« i oispunjavaju uslove maksimalnog linearnog rasta:
lu(x )| < K@+|X) i |o(xt)|<K(@+|x),zasvako O<t<T¥. (4.5)

3 Primetimo da kada je parametar o = O, SDJ postaje obi¢na diferencijalna jednacina (ODE).

35 Ako malo malo ublaZimo uslove za striktno reSenje SDJ (4.1) dobijamo, tzv. slabo reSenje o kojem ¢e biti re€i.

3% Dati uslovi mogu da se zamene jednim zajednickim uslovom: |u(X,t) — u(y,t)1+ lo(x,t) —a(y,t)| < K’ [x—yl, pogledati [5].
37 Kao i u prvom slucaju, dva uslova mogu da se zamene jednim ekvivalentnim uslovom: |.(x,t)|+| o(x,t)I< K’(1+]x]).
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4. Stohasticke diferencijalne jednacine

Sluéajna promenljiva X, je nezavisna od Braunovog kretanja (B;,0< t < T) ili drugim re¢ima slu¢ajna
promenljiva Xo je nezavisna od o-polja generisanog slu€ajnim procesom Bs, s>0. Takode, za X, mora da bude
ispunjen i uslov integrabilnosti, koji glasi:

E(Xo?) <+oo. (4.6)

U tom sluéaju stohasticka diferencjalna jednacina oblika: dX; = (X, t)dt+o(X,t)dB; ima jedinstveno
striktno reSenje X, koje je neprekidno po t. Dato reSenje poseduije i osobinu da je adaptirano filtraciji generisanoj
slucajnom promenljivom X, i procesom Bg(+), S<'t, kao i osobinu integrabilnosti:

E[J‘J|Xt|2dt}<oo.

Pored navedenih osobina strikino reSenje zadovoljava i sledeCu nejednakost, videti u ref. [9]:

E( sup xf]<c(1+ E(X,)), 4.7)
0<t<T

Pri ¢emu konstanta C zavisi samo od promenljivih Ki T.

4.2 Slaba resenja SDJ

Koncept slabog reSenja nam omoguéava da damo znacenje stohastickoj diferencijalnoj jednacini kada
striktno reSenje ne postoji. Slaba reSenja su reSenja u raspodeli i ona mogu biti definisana na nekom drugom
prostoru verovatnoce, gde uslovi za koeficijiente SDJ koji se odnose na egzistenciju slabih reSenja su manje
strogi od uslova za egzistenciju striktnih reSenja, pogledati ref. [9].

Definicija 4.3 (Egzistencija slabog reenja). Ako postoji prostor verovatnoce sa filtracijom, Braunovo kretanje
B, definisano na tom prostoru, kao i proces X, adaptiran datoj filtraciji, takvi da: X, ima datu raspodelu, za

svako t vaZi da su integrali u formuli (4.8) definisani i ako za X;” vaZi sledec¢a jednagina:
t

t

X, = >20+ju(>2u,u)du+j o(X,,u)dB, . (4.8)
0 0

Tada proces X, nazivamo slabim re$enjem SDJ, &iji je diferencijalni oblik: dX; = (X,,t)dt+a(X,,t)dBx.

Definicija 4.4 (Jedinstvenost slabog resenja). Za slabo reSenje kazemo da je jedinstveno, ako vazi sledeci
stav: Kada god imamo dva reSenja X; i X;’ (mogu da budu definisana i na razli¢itim prostorima verovatnoce),
takva da su im raspodele od X, i Xo’ jednake, tada su i sve konaéno-dimenzionalne raspodele od X; i X/
jednake.

Napomena Iz definicije zakljucujemo da je svako strikino reSenje ujedno i slabo reSenje.Jedinstvenost
striktnog reSenja (tj. jedinstvenost prema putanjama) podrazumeva i jedinstvenost slabih resenja.
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4. Stohasticke diferencijalne jednacine

4.3 Primeri stohasti¢kih diferencijalnih jednacina

U slede¢im primerima prikazacemo neke od osnovnih tipova SDJ kao i dve najednostavnije metode za
reSavanje SDJ, koje se sastoje u kori§cenju ltoove formule ili stohastiCkog pravila proizvoda.

Primer 4.1 (Blek-Solsov model; Black-Scholes-Merton-ov model).

Prvo ¢emo navesti Black-Scholes-Merton-ov model, u kome se stopa prinosa dx./x; opisuje slu¢ajnom funkcijom.
Neka je x(t) vrednost koju ¢e imati $1 nakon odredenog vremenskog perioda t, posto je uloZen na $tedni radun u
banci, gde se parametar r tumaci kao kamatna stopa. Ako pretpostavimo da se okamacivanje vrsi neprekidno u
vremenu, vrednost x(t) se dobija kao reSenje obi¢ne diferencijalne jednacine: dx(t)/x(t)=rdt i iznosi:

x(t) =e"", x(0) =1 x(0)=1.
Ako je stopa prinosa dx; /x; podlozna sluéajnim fluktuacijama (koje predstavijaju slu€ajne funkcije), tada

se umesto konstantnog ¢lana r, uzima €lan perturbovan Sumom, koji je oblika: r+&(t). Tada se dobija SDJ,
oblika: dX, /dt=(r+c€(t)) X, , Ciji je ekvivalentni zapis oblika:

dX, =rX dt+oX, dB, (4.9)

gde se r i o nazivaju koeficijent drifta (pomeraja) i koeficijent volatilnosti. Model oblika (4.9), €iji su koeficijenti r i
o konstantni, naziva se model Geometrijskog Braunovog kretanja, dok je reSenje ove SDJ proces koji nazivamo
Geometrijsko Braunovo kretanje i oblika je:

X, = e~ AB 40 jo Xi=1. (4.10)

Pokazimo da je Geometrijsko Braunovo kretanje reSenje date SDJ: dX; =rX; dt+oX; dB. Zato
posmatrajmo izvode logaritamske funkcije f (X)=In(x), f (X)=1/x, f "(X)= -1/,
Koriste¢i ltoovu formulu izraGunacemo stohasticki diferencijal funkcije f (X)=In(x) na sledeci nacin:

1 101,
d(InXt)zdet+E(—7)a Xt dt

t t

1 1
= —(rXt dt+ o X, dBt)——O'2 dt
X 2

t
1,
=(r —EO' )dt+odB,.
Proces InX; dobijamo primenom Itoove formule za Braunovo kretanje (3.15):

t t
1
InX, =In XO+I(r—502)ds+jost
0 0

1
=InX,+(r —Eaz)tm(Bt ~-B,) =
Odakle jednostavno dobijamo reSenje ove SDJ u obliku:

InX0+(r—%o-2)t+o-Bt (r—%az)waBt
= = X,-e .

Napomena Slucaj kada je koeficijent volatilnosti =0, odgovara situaciji kada u modelu nema $uma i tada
dobijamo obiénu deterministicku jednacinu dx=rx. dt i njeno reSenje iznosi: x(t)=€"', x(0)=1.
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4. Stohasticke diferencijalne jednacine

Primer 4.2 (LanZevinova jednacina i Ornstajn-Ulenbekov proces).

Neka je B, za t > O proces Braunovog kretanja, tada SDJ oblika: dX=-aX; dt+cdB,, (4.11)
nazivamo LanZevinovom jednacinom, gde su koeficijenti a i o proizvoljne nenegativne konstante, a X; nepoznati
proces.

Primetimo prvo da u sluéaju kada je koeficijent volatilnosti 6=0, dobijamo sliénu situaciju kao kod
modela Geometrijskog Braunovog kretanja, kada u modelu nema Suma, {j. dobija se dobija obi¢na diferencjalna
jednacina ije reSenje iznosi: X(t)= Xoe .

Pokazimo kako se nalazi reSenje LanZevinove jednadine, tako $to éemo razmotriti proces: Y; = X, *".
Ako iskoristimo pravilo za stohasticki diferencijal proizvoda i ako imamo u vidu da je kovarijacija procesa €” * i
procesa X jednaka nuli (€' ima ograni¢enu varijaciju), tada dobijamo:

dY, = e*'dX, +ae®'X, dt.
Daljim sredivanjem date jednacine imamo:
dy, = e*'(—aX,dt+odB) + ae* X, dt = oe*'dB,,
Odakle dobijamo proces:

s

t
Y =Y+ | oe”

S obzirom da vazi: X; =Y,€“ i Xo=Y,, dobijamo resenje Lanzevinove SDJ, koje se naziva Omstajn-Ulenbekov
proces i oblika je:

X, =e_“t-(XO+I;ae“SdBS) : (4.12)

Napomena Postoji uopsteni oblik Lanzevinove stohasticke diferencjalne jednacine i dat je formulom:

dX, =(B-aX,)dt+odB. (4.13)
v . Y v . " , i _ ,B —at ,B t as
Resenje uopstene Lanzevinove SDJ dobifa se iz formule: X, = —+e = "+| X, ——+ IO oce "dB, |.
a a

Napomena Napominjali smo ve¢ da ukoliko postoji strikino reSenje SDJ, tada na osnovu definicije 4.2 ono je
adaptirano filtraciji zadatog Braunovog kretanja, $to znaci da je strikino reSenje funkcija trajektorije Braunovog
kretanja do trenutka t, tj.oblika je:(Bs,S<'t), [9].Na osnovu rezultata Jamade i Vatanabe (Yamade i Watanabe)
(1971), izvedeno je da, ukoliko su uslovi egzistencije i jedinstvenosti teoreme ispunjeni, tada postoji funkcija F,
takva da je striktno reSenje sledeceg oblika: X; =F(t,(Bs, s<t)).NalaZenje funkcije F u eksplicitnom obliku nije
jednostavno, ¢ak ni za prostije oblike Itoovih integrala kao $to je to integral sledeceg oblika:

X, = [} f (B,)dB, , odnosno u odredenijem obliku: X, = J!| B,|"* dB. .

Ve¢ smo pokazali da reSenje LanZevinove jednacine postoji i da je oblika (4.12). Probajmo dalje da nademo
onda funkcionalnu zavisnost tog reenja od trajektorije Braunovog kretanja, tako §to ¢emo primeniti parcijalnu
integraciju na sledeci lan: [ € dBs. Odakle dobjjamo novi izraz:

t t t t
e —e*OB, = J'O e dB, + J.O B.e”°ds= J.O e*°dB, =e™'B, - a'fo B.e*%ds.
Nakon sredivanja poslednje jednacine, dobija se Zeljeni oblik reSenja Lanzevinove SDJ:

t
X =F(t, (Bs, 0<5<t)) =e “'X,+0B —oaf e“"Ip ds,
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4.4 Stohasticki eksponent i stohasticki logaritam

Teorema 4.2 (Stohasticki eksponent). Neka proces X ima stohasticki diferencijal i neka za proces U, vazi
sledeca stohasticka diferencijalna jednacina: dU; = U,-dX,, iz koje se dobija formula za proces Uy

U, =1+ [ U dX,, Up=1. (4.14)

Proces U, naziva se stohasticki eksponent procesa X; i obelezava se oznakom &(X), pogledati ref. [9]. Za
stohasticki eksponent vaze slede¢a tvrdenja:

(i) Ako je proces X; Itoov proces, tada je jedinstveno reSenje SDJ (4.14) dato formulom:

“Xo=3[X. X1

Xt
eX)t)=e (4.15)
(ii) Ako je proces X; ograni¢ene varijacije tada je jedinstveno reSenje SDJ (4.14) dato formulom:
U, =t (4.16)

Dokaz :

Dokaz egzistencije reSenja SDJ (4.14) sastoji se u tome, da se koris¢enjem ltoove formule pokaze da je
ponudena jednacina (4.15) zaista reSenje date SDJ, odnosno da kada dati izraz zamenimo nazad u stohasti¢ku
diferencijalnu jednaginu dobijamo identitet. Zato napigimo jednaginu (4.15) u jednostavnijem obliku: U, = €”, gde
je Vi= X —Xo—L/2[X,X](t). Tada za stohasticki eksponent dobijamo:

de(X)(t)=du, =d(e") =e"tav, +1/2e" [V,V](1). (4.17)

S obzirom da je funkcija kvadratne varijacije[ X,X](t) funkcija ograniene varijacije, kao i da je proces X
neprekidan vazi: [X, [X,X]](t)=0.0davde sledi da se kvadratna varijacija procesa V, svodi na kvadratnu varijaciju
procesa X, tj. vazi: [V,V](t)=[X,X](t). Prema tome, iz jednacine (4.17) dobijamo:

de(X)(t) =e" (dX, —%d[X,X](t)) + %evt [X,X](0),

odnosno kada se i poslednja jednacina sredi dobija se oblik: d&(X)(t) = et dx,.

Dokaz jedinstvenosti reSenja se dokazuje tako to se pretpostavi da postoji joS jedan proces koji je
reSenje jednacine (4.14), neka to bude proces U,(t). Tada, bi trebalo da se pokaze da vazi: d(U4(t)/U(t))=0.

Napomena Primetimo da za razliku od obicnog eksponenta funkciie: g(t)=exp(f)(t)=e " stohasticki
eksponent E(X) zahteva poznavanje svih vrednosti procesa X, do zadatog trenutka t, Sto je posledica Cinjenice
da stohasticki eksponent zavisi od ¢lana kvadratne varijacije[ X,X] (t).

Primer 4.3
Stohasticki eksponent Braunovog kretanja je reSenje SDJ oblika: dU; =U, dB,, Up=1, gde data SDJ vazi za
svako t . Stohasticki eksponent od B, dat je izrazom:

1
eB)t)=e " 2
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Primer 4.4 (Primena u finansijama: Proces cena akcija i stopa prinosa cene akcije).
Neka je S oznaka za proces koji opisuje kretanje cena akcija i pretpostavimo da je to Itoov proces tj. da ima
stohasticki diferencijal. Proces obrta (povracaja) vrednosti akcije® u nekom trenutku t, oznaCava se sa R i
definiSe se sledecom relacijom: dR=dS/S. (4.18)

Formula (4.18) moZe da se zapiSe u drugacijem obliku: dS=S dR,, odakle vidimo da je proces §
stohasti¢ki eksponent procesa obrta vrednosti akcije R.

Generelno govore€i, u vecini sluCajeva je jednostavnije napraviti model za proces obrta vrednosti
odredene aktive nego napraviti model za opisivanje kretanja vrednosti te aktive.
Navedimo kao primer Blek-Solsov model, gde se pretpostavlja da su obrti uzajamno disjunktnih vremenskih
intervala medusobno nezavisni i da imaju konaénu varijansu.Ova pretpostavka vodi nas do modela za proces
obrta vrednosti akcije oblika: R, = t4+oB;.Na osnovu ¢ega koriste¢i se formulom za stohasticki eksponent (4.15)
dobija se proces cena akcija:

1
Re-Ro—=[R.R](t)
S=%&R)=5e = ?
=5 e i .

Primetimo da je u Blek-Solsovom modelu proces cena akcija geometrijsko Braunovo kretanje.

Neka je U=E(X), tada se proces X naziva stohasticki logaritam procesa U, i obeleZzava se oznakom:
L(U). Stohasti¢ki logaritam je inverzna operacija operaciji stohastickog eksponenta. Na primer stohasticki
eksponent Braunovog kretanja By je proces exp(B;—1/2-t). Prema tome, B; je stohasticki logaritam procesa.

Teorema 4.3 (Stohasticki logaritam). Neka proces U, ima stohasticki diferencijal i neka je razli¢it od nule. Tada,
za proces X; kazemo da je stohasticki logaritam procesa Uy, ako se dobija kao reSenje sledece SDJ:

dX, =dU, /U, , X, =0, (4.19)

J-td[U,U](t)

T [9]. (4.20)

U
Proces X; dobija se prema formuli: X, = £(U ) (t) = In[u—tj +
0

Dokaz:
SDJ za stohasticki logaritam £(U), {j. jednacina (4.19), dobija se iz definicije stohastiCkog eksponenta E(X).
Prema Itoovoj formuli diferencijal logaritamske funkcije iznosi:

d(Inu,) =Uidut +%[—U—12jd[u JUT),

t t

du

tj. vazi da je:

t_ i1
=d(InuU,)+ z(u zjd[U,U](t).

t t

Dalje, zamenimo poslednji izraz u SDJ (4.19) i dobijamo:

du 1( 1
dXt = 0 t :d(lnut)_‘_E[F

t t

jd[U,U](t).

3 Qvaj proces se drugacije naziva i stopa prinosa cene(vrednosti)akcije i predstavlja relativnu promenu cene akcije u
vremenskom intervalu dt, tj. priraStaj cene akcija u nekom trenutku.
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4. Stohasticke diferencijalne jednacine

Nakon integracije dobija se Zeljeni izraz:
t
diu,U](t
X, =InUt—InUO+I[’—2,]() .
0 2Ut

4.5 Definicija, uslovi egzistencije i jedinstvenosti resenja linearnih
stohastickih diferencijalnih jednacina

Definicija 4.5 (Linearne SDJ). Za stohasticku diferencijalnu jednacinu: dX= z(X;,t)dt+c(X;,t)dB; kazemo da
je linearna SDJ, ako su koeficijenti jednacine u i o oblika: z(X,t)=a(t)+B(t)X; , s(X,t)= p(t)+t)X; , gde su
funkcije a, f, v, 6 unapred zadati adaptirani procesi i neprekidne funkcije po promenljivoj t. Prema tome,
jednodimenzionalne linearne SDJ u najopstijem sluc¢aju imaju oblik:

dX; = (a(t)+ ) X)dt + (y (1) + 5(t) X, )dB,, (4.21)

Definicija 4.6 (Linearne SDJ u uZem smislu).Lineamu stohasticku diferencijalnu jednacinu nazivamo linearnom
jednacinom u uzem smislu (linear in the narrow sense), ako je u jednacini (4.21) ispunjen sledeci uslov: 6 = 0.

Definicija 4.7 (Homogene linearne SDJ). Linearnu stohasticku diferencijalnu jednadinu nazivamo homogenom
39 ako za koeficijente jednacine (4.21) vaze uslovi: a =y=0,zasve 0<t<T.

Teorema 4.4 (Egzistencija i jedinstvenost reSenja linearme SDJ). Ako data linearna stohasticka diferencijalna
jednacina ispunjava uslove:

P [ |a®]+|B0)]+|y®)|+|5@)] ]<oo, (4.22)

tada koeficijenti jednacine u i o ispunjavaju uslove teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti reSenja. Drugim regima,
linearna SDJ oblika:dX; =(ar(t)+A(t)X;)dt+(y(t)+t)X;) dB; ,X(0)=Xo,ima jedinstveno reSenje X;, gde mora da
budu ispunjeni sledeéi uslovi: Xoje nezavisna od (By,0< t< T) i E(Xy’)<+oo®.

39 Homogene linearne SDJ se drugadije nazivaju i jednacine stohasti¢kog eksponenta.
40 Linearne stohasticke diferencijalne jednacine spadaju u klasu SDJ koje imaju eksplicitna reSenja.
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4.6 Primeri i reSenja izabranih linearnih SDJ

Homogena linearna SDJ

Prema definiciji 4.7, homogena linearna SDJ je uopStena linearna SDJ (4.21)za &ije koeficijente vaZi: a =y = 0,
za svako O<t < T. Prema tome, homogena stohasti¢ka diferencijalna jednacina je sledeceg oblika:

du, = g(t)U,dt +o(t)U,dB, . (4.23)
Homogena linearna SDJ reSava se tako $to se gornja jednacina (4.23) oblikom svede na jednacinu za stohasticki

eksponent procesa Y, gde je Y; Itoov proces, oblika: Y, = p(t)dt+ &Kt)dB, ref. [9]. Prema tome, jednacina
stohasti¢kog eksponenta je sledeceg oblika:

du, = (A(t) dt+5(t) dB)-U, =U, -dY,.
d%
Dalje, ako primenimo formulu (4.15) za reSenje stohasti¢kog eksponenta, dobijamo za proces Uy
U, =&(Y)(t)

=U,-exp(Y, -Y, —;[Y,Y](t))

=U0-ap[£ﬂ(s) ds+£ 5() st—;(l;cSz(s)ds}.

Prema tome, reSenje homogene linearne SDJ je oblika:

t t
1
U, =U0.exp[j(ﬂ(s)—552(s))ds+ I 5(s)st) .
0 0
Ova jednacina moze da se resi i na drugi nacin, tako Sto se pretpostavi da je reSenje u obliku proizvoda
dva procesa, medutim navedeno reSenje, u kojem koristimo poznate osobine stohastiCkog eksponenta je
efektnije i brze. Pogledati referencu [5] gde su objaSnjene razne metode za reSavanje linearnih stohastickih
diferencijalnih jednacina kao i uslovi egzistencije i jedinstvenosti njihovih reSenja.

Linearna SDJ u najopstijem obliku

Kao $to je ve¢ napomenuto, linearna stohasti¢ka diferencijaina jednacina u najopstijem slucaju glasi:

dX; = (a(t)+ ) X,) dt + (y(t) + o(t) X,) dB,. (4.24)
ReSenje date jednacine potrazicemo u obliku proizvoda dva procesa: X=U,V,iji diferencijali iznose, redom:
dU; =4(t)U, dt+ At)U; dB, i dVi=a(t) di+b(t)dB,, gde vazi: Uy=1,Vo=Xo, kao i da su a(t) i b(t) nepoznati
koeficijenti, ref. [9]. ProcesU, se dobija kao reSenje homogene linearne stohastiCke diferencijalne jednacine i
iznosi:

U, =U, .exp[!;ﬂ(s) ds+J; 5(3) dBS—;iéz(s) dsj.

S obzirom da je X=U;-V, reSenje polazne SDJ, trebalo bi da kada ga zamenimo nazad u polaznu
jednacinu dobijemo identitet. Prema tome, prvo treba da se izraCuna stohasticki diferencijal od X;, a zatim
metodom izjednaCavanja koeficiienata polazne jednacine (4.24) i novodobijene jednacine (4.25) da se izraCunaju
nepoznati koeficijenti a(t) i b(t). Prema tome, nadimo stohasticki diferencijal od Xi=U; -V, :
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4. Stohasticke diferencijalne jednacine

dX, =dU, V)
=du, -V, +U, -dV, +cov[U,,V,]
= (MU, -V, dt+ 5, -V, dB, ) +(at)U, dt +b(t)U, dB, )+ (5(t)b(t)U, dt)

=[ B X, +at)U, + st)bt)U, |dt +[5(t) X, + b(t)U, |dB, . (4.25)

Zatim izjednaCavanjem koeficijenata datih jednacina (4.24) i (4.25), dobijaju se koeficijenti a(t) i b(t):
b(t)U, = 7 (1),
a(t)u, = a(t) -o(t)b(t)u,
=a(t)-56®)y(1).
Krajnje reSenje linearne SDJ iznosi: X; = U;-V;

=U, -(vo +ja(s) ds+ j b(s) dssj
0 0

~U, | X +j“(s)_5(s)7(s) ds+j7(s) dB (4.26)
o ° 0 U 0 US ) .

S
Linearna SDJ u uzem smislu; Lanzevinova jednacina.

Prema definiciji 4.6 linearna SDJ u uzem smislu dobija se iz opSte linearne SDJ, kada se uzme da je
0=0iona je sledeceg oblika:

dX, = (a(t) + Bt)X,) dt + (t) dB,. (4.27)

Primetimo da je uz odgovarajuéi izbor koeficijenata a, S, y u datoj jednacini, moguce dobiti uopSteni
oblik Lanzevinove SDJ (4.13), kao i njen jednostavniji oblik (4.11), koji su navedeni u primeru 4.2, kome je joS
objadnjeno kako se LanZevinova SDJ reSava direktno, pogledati ref. [9] i [18].

Medutim, LanZevinova SDJ moZe da se resi i kao specijalan oblik linearne stohasti¢ke diferencijalne jednacine tj.
bolje re¢eno, kao specijalan oblik linearne SDJ u uZzem smislu. Prema tome moze da se iskoristi formula (4.26),
uz uslov da je 0=0. Pokazatemo dati postupak reSavanja, ali na Lanzevinovoj SDJ, gde vazi da je koeficijent
a(t) zadat i neprekidan adaptiran proces. Jednacina je sledeceg oblika:

dX,= a(t)X, dt+dB, (4.28)

Dalje, uporedimo koeficijente jednacine (4.27) i jednacine (4.28), odakle dobijamo sledece vrednosti:
p)=a(t),y(t)=1,a(t)=0.Analogno kao u sluCaju reSavanja linearne SDJ najopstijeg oblika, reSenje polazne
jednacine (4.28) potrazicemo u obliku proizvoda: X=U;-V,, s tim Sto Sto ¢e diferencijal procesa U, u ovom
slu¢aju iznositi:dU= a(t)U, dt, odakle je: U, = exp(ﬁ a(s)ds).

S obzirom, da imamo sve potrebne komponente jednacine (4.26), tj. imamo i gore naveden proces Uy i
koeficijente S(t)=a(t),y(t)=1,a(t)=0 i 6=0, jednostavno se dobija reSenje polazne Lanzevinove SDJ (4.28) i ono
je sledeceg oblika:

.t[a(s)ds t 7Ta(s)ds
e’ - Xo+je 0 dB

X, = y
0

t
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Braunov most

Braunov most je u najednostavnijem obliku proces Braunovog kretanja sa fiksiranim vrednostima na
krajevima intervala [0,1], gde su: Xy=X;=0. Braunov most se dobija kao reSenje sledeée linearne SDJ:

dX, = X; dt+dB, 0<t<1, X,=0. (4.29)

U opstijem obliku SDJ Braunov most ima fiksirane vrednosti na krajevima intervala [0, T], tako da vazi:
Xo=a i X1 =b. Navedeni opsti oblik Braunovog mosta dobija se kao redenje sledece linearne SDJ:

dX, =

- tt dt+dB, 0<t<T, X, =a. (4.30)

Primetimo da se gornja SDJ dobija iz linearne SDJ uop$tenog oblika, kada se koeficijenti u uopstenoj
linearnoj SDJ zamene sledec¢im vrednostima:a(t)=b/(T-t), A(t)= -L/(T-t),p(t)=1,6(t)=0. Prema tome i reSenja
SDJ (4.29) i SDJ (4.30) dobijaju se primenom formule za reSenje uops$tene linearne SDJ (4.26), kada se u nju
zamene navedeni koeficijenti a, £, y, 0. Prema tome, reSenja stohastickih diferencijalnih jednacina (4.29) i (4.30)
redom iznose:

t
1
X, =(1-1) [ ——dB, 0<t<T,
5 1-S
to ot o1
X =all-—)+b—+(T-t)| —dB_,, 0<t<T .
(=al-2) TU)QT_SS

Napomena S obzirom da je podintegralna funkcija deterministicka, kao i da za svako t <T vaZi sledeci uslov:
j(f ds/ (T —s)? < w0, zakljuéujemo da je proces j(f dB, / (T —s) <comartingal i StaviSe Gausov proces sa

pocetnom vredno$éu Xo=a. Prema tome, zakljucujemo da je Braunov most neprekidan Gausov proces na
intervalu [0, T] sa ocekivanjem: E(X;) =a(1-t /T) + bt /T i funkcijom kovarijanse: Cov(X;,Xs) =min(s,t) —st/T.
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matematike

bjasnimo prvo neke finansijske pojmove neophodne za bolje razumevanje ovog rada. Pocecemo,
pre svega sa berzom, kojom ¢emo se najviSe baviti u ovom poglavlju, odnosno sa njenim naéinima
funkcionisanja i matematickim opisom (matematickim modelom). Najvazniji, ujedno i najpoznatiji berzanski centri
u svetu su Njujork, London, Tokio, Frankfurt i Cikago, dok je najve¢a berza Njujorska berza hartija od vrednosti.
Pojam berze moze da se interpretira na dva nacina:
= Prvo znalenje berze (exchanges) poklapa se sa uopstenijim pojmom od same berze, odnosno sa
pojmom “trZiSta” u generalnom smislu, pogledati referencu [23]. U tom slu€aju, berza se definiSe kao
posebno organizovano stalno mesto na kojem se u odredeno vreme i po unapred utvrdenim pravilima
trguje odredenim tipiziranim robama, uslugama, hartijama od vrednosti i devizama. U ekonomskoj
terminologiji opisuje se kao organizovano trziSte na kojem se obavlja kupoprodaja fungibilne
(zamenljive) robe, proizvoda, usluga...
= Berza ima jo$ jedno znaCenje, u kojem se interpretira kao specijalizovana institucija koja se bavi samo
trgovinom hartija od vrednosti (akcije, obveznice, opcije), novcem i stranim valutama.

Jedan od osnovnih razloga nastanka institucije berze jeste okupljanje veéeg broja investitora sa manjim
vrednostima kapitala, zbog koncentracije kapitala na jednom mestu i moguceg finansiranja skupih projekata u
buduénosti. Drugi bitan uzrok nastanka berze jeste zelja za ubrzavanjem vremenskog perioda od ulaganja do
profitiranja, odnosno mogucnost prodaje hartije od vrednosti pre nego $to ona dospe na realizaciju.

Koreni berzanske vrste trgovine iz kojih je berza i dobila ime vezuju se za Flandriju, grad Briz i XVI vek.
Medutim, danasnje velike berze nastale su mnogo kasnije. PoCeci NjujorSke berze vezuju se za 1792. godinu,
kada se 24 brokera okupilo i potpisalo Batonvudski sporazum. Nekoliko godina kasnije, tacnije 1801. godine
osnovana i je Londonska berza. Nakon toga, pojavom industrijske revolucije berza dobija sadasnje konture:
zgradu, pravila poslovanja, organe upravljanja. Ubrzo posle 1929. godine drzava se ukljuCuje u ono Sto je do
tada bilo autonomno berzansko pravo i time znatno povecava sigurnost poslovanja na berzi, pri ¢emu se vodilo
racuna da se ne ugrozi berzanski mehanizam.
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Razvojem raCunara i kompjuterizacijom berzanskog poslovanja, pojam "mesto" u definiciji berze gubi na
znacaju. Trgovina elektronskim putem je omoguéena i to sa bilo kog mesta i skoro neprekidno u vremenu.
Najveca svetska akcijska berza elektronskog tipa je NASDAQ. Medutm, i pored svih ovih promena berza je
zadrzala svoje prve i osnovne postulate a to su poverenje i sigurnost.

Opcijama ili bolje re€eno vorentima (warrants) se trguje vekovima u mnogim zemljama, ali formalan
razvoj i ekspanzija trziSta opcija zapocCela je 1973. godine uvodenjem akcijskin opcija na listu finansijskih
proizvoda Cikaske berze (Chicago Board Options Exchage ili CBOE). Neplanirano, iste godine istraZivai Blek i
Sol (Black & Scholes) i nezavisno od njih Merton (Merton) objavljuju radove u kojima uvode i objanjavaju
fundamentalne principe teorije odredivanja cene opcija koriste¢i princip nearbitraze. U periodu od 1973. godine
pa do danas, trgovina finansijskim derivatima se toliko razvila da se opcijama, fju€serima i ostalim finansijskim
derivatima moze trgovati u velikim koli¢inama na berzama i trzistima Sirom sveta.

5.1 Struktura berze

Aktiva (Assets) je osnovno finansijsko sredstvo kojim se trguje na berzi. Pod aktivom podrazumevamo
sve objekte, koji imaju neku vrednost, odnosno objekte kojima moZemo da trgujemo na berzi. Aktivu Cine slededi
finansijski proizvodi:

= Roba (Commodity): Bakar, srebro, zlato, nafta, struja, kafa, Zito, itd.

= Valute (Currencies): Euro, Dolar, Funta, itd.

= QObveznice i drzavne hartije od vrednosti (Bonds) su vrednosni papiri, odnosno sertifikati koje izdaje
vlada ili javna kompanija koja garantuje da ¢ée pozajmlieni novac (glavnica) sa fiksiranom kamatnom
stopom biti vracen u dogovorenom roku.

= Akcija (Stock) neke kompanije: predstavlja ispravu (dokument) koji se za odredenu sumu novca izdaje
kupcu (vlasniku akcije) i na osnovu kojeg vlasnik te akcije stiCe odredena prava. U zavisnosti od vrste
akcije i njenog udela u kompaniji, viasnik akcije moze imati pravo uceS¢a u organima uprave te
kompanije kao i u raspodeli njene dobiti. Vlasnici akcija kompanije nazivaju se deoni¢arima koji na
osnovu svojih akcija dobijaju prihod u vidu dividende.

= Finansijski derivati (Financial derivatives,Derivatives, Securities, Contingent claims) su izvedene hartije
od vrednosti. Predstavljaju slozene finansijske instrumente izvedene iz osnovne*' finansijske aktive

(underlying asset) i njihova vrednost odredena je vredno$c¢u, odnosno cenom osnovne finansijske

aktive. U derivate spadaju kupovne/prodajne opcije, forvard i flu¢sers ugovori, itd.

Hartije od vrednosti (Securities) predstavijaju dokumente kojima se obec¢ava isplata novca, kamate, zarade ili
dividende. Hartije od vrednosti u uzem smislu predstavljaju investicione jedinice, odnosno hartije od vrednosti
kod kojih postoji rizik ulaganja, koji se kompenzuje potencijalnom zaradom srazmernom riziku. U hartije od
vrednosti spadaju akcije, obveznice, opcije i druge slozenije vrste derivata, itd.

Berzanski indeks (Indices) je lista od n akcija trenutno najbolje kotiranih kompanija date drzave i predstavija
njihovu aritme¢ku sredinu®.

41 Kaze se i primarne finansijske aktive.
42 Indeks moZe da se definie i kao statisticka mera promena u portfoliju (portfelju) akcija koji predstavlja deo celokupnog
trzista.
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Indeksima se meri kretanje cene aktiva na trziStu. NajceSce citirani trziSni indeksi su americki indeks:
Dow Jones Industrial Average (sadrzi cene akcija 30 kompanija u SAD, kao §to su Microsoft, IBM, itd), zatim
britanski indeks: FT-SE, nemacki indeks: DAXX, kao i japanski indeks: NIKKEI Dow. Najpoznatiji srpski indeks
je indeks Beogradske berze BELEXKS15.

Portfolio (Portfolio) je skup vrednosnih papira koje poseduje investitor ili kompanija, gde vrednosni papiri ne
moraju da budu istog tipa. Portfolio moze da se sastoji iz akcija, valuta, opcija, itd. U portfolio ¢ak mozemo
svrstati i neku vrednu svojinu, kao Sto su nakit, slike, itd.

Prihod (Isplata) (Payoff, Payout) je ukupna koli¢ina novca koja se po zavretku svih transakcija na trzistu vraca
investitoru, dok Profit (Dobit) €ini razliku prihoda i investirane sume novca (4. Cistu zaradu koju dobija investitor).

Stopa prinosa (Rate of return)* ukazuje na relativnu promenu ulozenog kapitala, odnosno predstavlja odnos
profita i vrednosti poGetne investicije.

Kratko prodavanje (Prodaja na kredit) (Short selling) podrazumeva prodaju finansijske aktive po odredenoj
ceni i sa dogovorenim datumom predaje vlasnidtva (u buduénosti), gde prodavac u trenutku same prodaje ne
poseduje datu aktivu. Ovakva transakcija na trZiStu je dozvoljena i legalna. Prodavci koji trguju na ovakav nacin
obi¢no procenjuju da ¢e biti u moguénosti da kupe tu aktivu po nizoj ceni nego po kojoj su je prodali i na taj nacin
ostvare profit. Medutim, ne mora ostvarivanje profita da bude jedini cilj kratke prodaje, postoje i druge strategije
koje se koriste na trZistu.

Kratka pozicija (Short position) je pozicija u kojoj se investitor nalazi nakon prodaje aktive koju trenutno ne
poseduje. Kratka pozicija moze da se ostvari raznim transakcijama na trZiStu, kao $to su kratka prodaja te aktive,
kupovina prodajne opcije (put option), kao i raznim drugim strategijama, koje ne moraju da imaju za cilj
profitiranje zbog pada cene te aktive. Neke od njih mogu da sluZe npr. za smanjenje rizika (hedge portfolio).

Duga pozicija (Long position) podrazumeva poziciju u kojoj se investitor nalazi nakon kupovine, odnosno
sklapanja ugovora o kupovini odredene finansijske aktive i to sa namerom da je zadrZzi odreden vremenski
period, u i8Cekivanju porasta njene vrednosti, samim tim i svoje potencijalne zarade. Na primer, za vlasnika
akcija kompanije McDonald’'s se kaze da "ima dugu poziciju sa McDonald’s-om”, Sto u stvari znaCi da on
poseduje tu aktivu i ima nameru da je zadrZi, jer je malo verovatno da ¢ée opadati vrednosti akcija velikih

kompanija, kao Sto su to Microsoft, Coca-cola, McDonald's i druge.
Kamata je nadoknada za kori$¢enje pozajmlienog kapitala i nju korisnik kapitala placa vlasniku kapitala.

Kamatna stopa (Interest rate) predstavlja broj jednak iznosu koji duznik godi$nje placa poveriocu na svakih 100
pozaljmljenih jedinica kapitala.

Volatilnost (Volatility) je pojam koji opisuje nestabilnost (promenljivost) trzista, odnosno slucajan faktor koji utice
na promenu cene na trzistu..

Diskontovanje (Discounting) je postupak (metoda) za utvrdivanje koliku vrednost bi odredene isplate u
buduénosti imale danas (u sada$njosti). Drugim reima to je svodenje buducih vrednosti finansijskih
instrumenata na sadasnje vrednosti, koje nazivamo diskontne (diskontovane) vrednosti (discounted value).
Diskontovanje je jedan od osnovnih principa koji se koriste u finansijama i obavlja se tako Sto se vrednost u
buduénosti pomnozi sa diskontnom stopom (discount rate). Diskontna stopa se opisuje kao fiktivna” kamatna
stopa, odnosno stopa koju bi dati novac u buduénosti mogao da zaradi da je drugacije bio uloZen.

43 Pored naziva rate of return, na engleskom &esto sre¢emo nazive: return on investment (ROI), return on asset (ROA) lii
return on equity (ROE).
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U finansijskom Zargonu postoji izreka: "Dolar vredi viSe danas nego sutra”. To je posledica Cinjenice da

novac ima vremensku vrednost, jer u sada$njem trenutku novac ima mogucnost (kapacitet) da ostvari interes,
ukoliko se ulozi na drugaciji nacin.

U zavisnosti od strategije koju koriste, kao i od dugoro€nog cilja koji Zele da ostvare, ucesnici na trzitu

dele se na arbitrazere, Spekulante i hedzere.

5.2

ArbitraZa (Arbitrage) je moguénost da ostvari trenutni profit bez rizika sa pocetnim ulaganjem, ili da se
vremenom ostvari profit bez rizika i bez ikakvih poetnih ulaganja.

Osnovna pretpostavka efikasnog funkcionisanja trzista je da arbitraza ne postoji #.

Imajuéi u vidu, da su situacije u kojima se javlja arbitraza realne i moguce, na trZistu se javlja potreba za
arbitraZerima. ArbitraZeri su u€esnici na trzistu (najeSce zaposleni od strane same uprave trzista), koji
su zaduzeni da pronalaze i koriste neusaglaSenosti prilikom zadavanja cene, odnosno arbitrazne
situacije i od toga zaraduju profit osloboden rizika. Samim tim Sto neko uogi i iskoristi arbitraznu priliku,
na trZistu izaziva odredenu reakciju, nakon koje se arbitrazna prilika prekida.

HedZeri su uéesnici na trzistu Ciji je motiv ucesca iskljucivo zastita od rizika, usled eventualnih gubitaka
koji bi mogli nastati zbog kasnijih promena cene odredenih aktiva. Njima je cilj da obezbede konstantnu
vrednost svog portfolia, $to postizu kori§¢enjem raznih strategija. Primer jedne od takvih strategija je
istovremeno zauzimanje suprotnih pozicija u finansijskim derivatima. Na robno-berzanskom trzistu
hedZeri bi bili proizvodaci i preradivaci.

Spekulanti su uesnici na trzistu iji je glavni motiv ucesca samo zarada (profit), a ne zastita od rizika.
Prema tome, Spekulanti ulaze u velike rizike, a samim tim mogu da ostvare vece profite ili vece gubitke.
One Spekulante koji ofekuju rast cene pojedinih aktiva i u odnosu na to formiraju svoj porfolio,

nazivamo bikovima (bulls), dok one koji o¢ekuju pad cene nazivamo medvedima (bears).
Modeli trzista

Osnovna pretpostavka efikasnog trZista je da cena ima slu€ajni karakter i da se kretanje cena deSava

na slu¢ajan nacin. Prema tome, cena proizvoljne aktive u budu¢nosti ne moze se tatno odrediti, ali zato se moze
odrediti njena najverovatnija raspodela u datom trenutku“® i na osnovu podataka iz proSlosti mogu se predvideti
moguci skokovi u kretanju cena, kao i funkcije oekivanja i disperzije. Osnovne pretpostavke, odnosno hipoteze
trziSta od kojih se polazi pri konstrukciji i razmatranju trzista jesu:

(i) Proces kojim se opisuje kretanje cena na trZiStu je Markovski proces. To znaci da je pro$lost (istorija)

procesa cena u potpunosti sadrZana u sada$njoj ceni, tako da ¢e ocekivanje procesa cena zavisiti samo
od vrednosti cene u sada$njem trenutku.

(if) Smatra se da trZiste trenutno deluje na svaku novu informaciju o aktivi ili na njienu promenu.

Koriste se razni modeli za opisivanje finansijskih trZista. Posebno izdvajamo Binomni model, kao

diskretan model trzista i model geometrijskog Braunovog kretanja, kao neprekidan model trZista.

44 Prema matemti¢koj terminologiji, koju ¢emo formalno uvesti malo kasnije, ekvivalent tvrdenju da arbittraZa ne postoji
jeste tvrdenje da je skup trenutaka u kojima se arbitraZa javlja skup verovatnosne mere nula .
45 Odnosno skup njenih moguéih vrednosti i verovatnoée tih vrednosti u datom trenutku.
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5. Osnovni pojmovi iz finansijske matematike

Navedimo opSte pretpostavke koje se koriste u modelima finansijskog trZista. Pre svega, pretpostavija
se da je trziSte bez frikcija (frictionless), odnosno teorijski idealna sredina za trgovanje koja podrazumeva
sledece osobine:

= Svi investitori ne mogu da uti€u na formiranje cene (All investors are price takers).

= Svi ucesnici na trzistu imaju podjednako pristup relevantnim informacijama.

= Prilikom trgovine na trZziStu nema transakcijskih troSkova ni provizije.

= Sve aktive na trzi$tu savrSeno su deljive i likvidne. Kaze se da je trziste likvidno kada je u svakom
trenutku moguce kupiti ili prodati neograniéenu koli¢inu aktiva na trzidtu. U konkretnom slucaju, to znaci
da je moguce pozajmiti neogranicenu koli€inu sredstava iz banke (npr. kratkom prodajom obveznica).

= Nema nikakvih ogranienja na iznose bankarskih kredita, a kamatne stope prilikom davanja i uzmanja
kredita su jednake.

= Dozvolieno je kratko prodavanje vrednosnih papira, koje se obiéno upraznjava kada je na trZistu
zastupliena tendencija pada cene pojedinih aktiva (tada se kaze da je investitor u kratkoj poziciji sa
nekom aktivom).

= Pod opcijom se podrazumeva opcija Evropskog tipa. Vlasnik opcije ima pravo da izvrSi opciju
(exercise) i to taéno na datum isteka opcije, odnosno datum dospeca (expiry date).

Napominjemo da se navedeni skup osobina koristi i pod nazivom trzisna mikrostruktura. Prema tome,
idealno trziste (trziste bez frikcija) podrazumeva odsustvo mikrostrukturnog Suma. Ovaj termin éemo dalje u radu
Cesto koristiti (poglavlje 6).

S obzirom na to da trZiSte obiluje koli¢inom i raznovrsno3¢u finansijskih proizvoda, kao i velikim brojem
ucesnika, razumljivo je da ¢e ucesnici imati razliite subjektivne stavove o kretanju cena na trzistu i njihovim
verovatnoéama. UopSteno posmatrano, moguée je da dve stranke koje su povezane opcionim ugovorom imaju
razliéite procene verovatnoa kretanja cene osnovne aktive. Pojam subjektivna verovatnoc¢a odnosi se na
individualno misljenje pojedinca o stanju neke aktive. Koristi se i termin realna (stvarna) verovatnoca. Prema
tome, jasno je da oCekivanje cene proizvoljne aktive zavisi od subjektivne procene trzista koju napravi investitor.

Medutim, da bi se konstruisao pouzdan (verodostojan) model finansijskog trzista, mora da se, na neki
nadin, garantuje jedinstvenost cene proizvoda, kao i da se isklju¢i moguénost subjektivnog procenjivanja cene
datog proizvoda. Prema tome, jedinstvenost cene je primarna osobina svakog trZita. Jedan od nacina da se ona
obezbedi je da se, pored uvodenja dodatnih zahteva na trZiSte, primeni i postupak replikacije portfolia, odnosno
postupak koji se koristi za odredivnje cene proizvoljnog instrumenta, pogledati ref. [12].

46 |zvrsenje ne mora obavezno da znaci i prodaja.
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5.3 Binomni model trzista

Za pocetak, razmotricemo najednostavniji netrivijalan i diskretan model finansijskog trZista, tzv. Binomni
model. Na njemu ¢emo objasniti osnovne postupke za odredivanje cene derivata, kao i osnovne pojmove koji se
kasnije koriste u slozenijim modelima. Ovaj model razvili su, nezavisno jedni od drugih Sarp (Sharpe) (1978),
Rendelman i Barter (Rendleman & Bartter) (1979) godine. lako, postoje binomni modeli sa ve¢im brojem perioda
(multiperiod models), poecemo od verzije ovog modela sa vremenskim periodom duzine jedan. Za detaljnije
objasnjenje tematike finansijskog trziSta, kao i za pregled raznih modela koji se koiriste za opisivanje trzista
pogledati reference [3], [12], [19] i [20].

Za binomni model % =(S,B, @) pretpostavljamo sledeée osobine:

= Dozvoliena je kratko prodavanje svih aktiva na trzistu, kao i situacija da se investitor nade u kratkoj
poZiciji.

= Koligine svih aktiva na trzistu mogu da budu proizvoljni realni brojevi, odnosno ¢eRe.

= Pretpostavlja se da nema transakcijskih troSkova prilikom trgovine na trZistu.

= TrZiste je likvidno.

= Podrazumeva se da nema razlike izmedu kupovne cene i cene ponude, odnosno kupovna cena je
jednaka prodajnoj ceni svih aktiva na trzistu.

Opis binomnog modela:
= Model se posmatra u dva vremenska trenutka: t = O ("danas") it = T ("sutra").

U modelu se pretpostavlja da postoje dve osnovne aktive, jedna je visokog rizika (risky asset), a druga

je bez rizika (risk-free aseet).To su respektivno akcija i obveznica, a njihove vrednosti cena u trenutku t,

obelezicemo oznakama: Si B,

= Verovatnosni prostor (prostor ishoda) binomnog modela sastoji se iz dva stanja: Q={w1,w,}. Dalje,
ovaj prostor opremlien je o-poljima: Fo={®,Q}, Fr =2° gde Fr - sadrZi sve podskupove skupa Q i
opremljen je verovatnocom P definisanom na merljivom prostoru (Q,F), tako da su verovatnoce
ishoda P={ w1} i P={ w4} strogo pozitivne.

= Proces cena obveznica B, je deterministiCki proces*” i opisuje se formulom:

B,=1 B;=1+r, reR r=0,

gde je r kamatna stopa obveznice za jedan vremenski period. Postojanje obveznice moze da se
interpretira i kao postojanje banke sa kamatnom stopom r.

= SledeCi osnovni instrument je akcija Cija se cena modeluje strogo pozitivnim diskretnim procesom,
oblika: S={ S}, te[0,T]. Pretpostavljamo da je proces S adaptiran filtraciji F={ Fo,F+}, Sto znadi da je
slu€ajna promenljiva § , Fy -merljiva za svako t=0, T, odnosno vazi:

S', ako jew = w,,
: " (gde mora da vaZi uslov: S>S).

SoeR,sr(w)={

d .
S, ako jew = w,.

47 Specijalno, u ovom modelu jeste deterministicki, ali u generalnom sluéaju ne mora da bude.
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5.3.1 Osnovni pojmovi binomnog modela

U odeljku 5.1 o strukturi berze pokuSali smo da sa ekonomske taCke gledista objasnimo nacin
funkcionisanja proizvoljnog finansijskog trZista, kao i pojmove koji ga opisuju. U poglaviju $to sledi opisatemo
iste i dodatno uvesti druge neophodne pojmove, ali ovoga puta sa strozijim matematickim pristupom problemu
postavke i konstrukcije modela finansijskog trzista. Kao to je ve¢ napomenuto u uvodu, ovim postupkom
izlaganja naglasena je sloZenost prelaza sa ekonomskih Cinjenica i opisa problema na matemati¢ku formalnu
postavku modela. Sa namerom je izabran najednostavniji binomni model za analizu funkcionisanja trZista, jer na
datom modelu moze mnogo bolie da se razume nacin razmi$ljanja prilikom formalne konstrukcije i formiranja
pretpostavki datog trzidta, koje su neophodne za njegovo efikasno funkcionisanje. Za detaljan pregled
karakteristika binomnog modela pogledati reference [3], [12] i [19]. Ovde napominjemo da vecina pojmova koji su
ovde navedeni vaze i za mnogo sloZenije modele od binomnog, jer se kao osnova za konstrukciju veéine
slozenih koristi ba$ binomni model. Zato smo prilikom definisanja ili objasnjavanja odredenih pojmova koristilli
pojam "proizvoljan model finansijskog trZista" ili "diskretni model trZista" umesto samo binomni model trZista.
Definicija 5.1. Pod pojmom portfolio podrazumevamo dvo-dimenzionalni vektor oblika ¢=(a,5), gde sa a,8 €R
oznaCavamo redom, broj akcijskih deonica koje investitor poseduje u proizvoljnom trenutku i koli¢inu novca g,
koji je ulozen (deponovan) na bankovni racun ili pozajmljen iz banke. U tom slu¢aju, sa @ obelezavamo prostor
svih linearnih kombinacija portfolia datog oblika ¢=(a.,3). Prema tome, vazi: & =R

Napomena Primetimo da promenljivea i § mogu da budu i pozitivne i negativne.Ako je =3, to znaci da smo
kupili 3 obveznice u nekom trenutku, a ako je a=-2 znaci da smo prodali dve akcijske deonice. U finansijskom
Zargonu, kaZe se da imamo dugu poziciju u obveznici i kratku poziciju u akciji. Za proizvoljan model, veoma je
vazno pretpostaviti da su kratke pozicije i kratka prodaja dozvoljene.

Definicija 5.2. Proces vrednosti portfolia ¢, odnosno proces bogatstva (wealth process) se u vremenskim
trenucimat = 0it =T, definiSe izrazima:

Vo(9) = oS + By Vi (P) = o S; + By(L+T1), (5.1)
gde je Sr cena akcije u trenutku dospeca T.
Definicija 5.3. Portfolio ¢ nazivamo arbitraznom prilikom (arbitrage opportunity) ako su ispunjeni sledeci uslovi:

Vo(@) =0, V;(#)20 i PV;(#)>0 >0 (5.2)
Pojam jaka arbitrazna prilika*® odnosi se na portfolio ¢ za koji vaze sledece nejednakosti:
Vo(#) <0 i Vi (9)20 (5.3)

Ukoliko na celom trZistu 9 ne postoji portfolio koji ispunjava navedene uslove, onda kazemo da u datom
trziSnom modelu s nema arbitraze.

Napomena Svako ko trguje na trzistu ima za cilj da napravi zaradu sa $to manjim ulaganjem i u tom kontekstu
arbitraza jeste Zeljeni portfolio. Medutim, postojanje arbitraze se interpretira kao ozbiljan problem
neusagladenosti cena Sirom trzista, samim tim cene pojedinih aktiva nisu jedinstvene. Zbog Cega je prirodno
proucavati trzite u kome nema arbitraze i u kome na jedinstven nacin moZemo da odredimo "fer" cenu
proizvoljne aktive.

Lema 5.1. Neka su ispunjeni sledeéi uslovi: u=S"/S), d=S"S. Tada, kazemo da binomni model nema arbitrazu
ako i samo ako je ispunjen sledeci uslov: d<r+1<u. (5.4)

48 Qva dva skupa uslova za arbitraznu priliku nisu nuzno ekvivalentna.
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Definicija 5.4.Finansijski derivat(Contingent claim)* proizvoljine osnovne aktive, sa vremenom dospeca T, je
F+-merljiva realna slu¢ajna promenljiva definisana na skupu €, sledeceg oblika: X=F(Z), gde je Z proces cena
polazne osnovne aktive.

Finansijski derivat X moZe drugacCije da se interpretira i kao standardizovan ugovor koji svom vlasniku
isplacuje prihod X, u trenutku dospeca t=T. Funkcija F naziva se funkcija ugovora (contract function). Tipi€an
primer finansijskog derivata je evropska kupovna opcija koja je izvedena iz akcije kao osnovne aktive.

Definicija 5.5. Neka je model trzista oblika % =(SB, @). Cenu derivata X u trenutku t oznacicemo sa ITy(X),
dok ¢emo cenu TTo(X) nazivati proizvodnom cenom derivata X.

Napomena Najvazniji problem na nekom finansijskom trzistu jeste odredivanje "fer" cene derivata (ako ona
uopSte postoji za dati derivat). Navedena "fer" cena izra¢unava se tako $to se sve moguce arbitraZne prilike koje
mogu da nastanu u vezi sa cenom datog derivata izbegavaju. Prema tome, zakljuéujemo da fer cena datog
derivata X u trenutku T mora da bude jednaka vrednosti profita datog derivata u trenutku T, odnosno da bi
uspesno izbegli arbitrazu mora da vaZi uslov: I'H(X)=X. Sledece $to treba odrediti je cena datog derivata u
trenutku t=0:7T(X).

Definicija 5.6 Za proizvoljni derivat X kaZe se da je dostizan (reachable) na nekom trzistu ¢ =(SB, @), ako
postoji portfolio ¢ takav da vazi: V(¢)=X sa verovatno¢om jedan. U tom slu¢aju, kaZzemo da portfolio ¢ replicira
dati derivat X, odnosno da je portfolio ¢ replikacioni portfolio.

Napomena Ako je odredeni derivat X dostizan, odnosno ako postoji portfolio ¢ koji replicira,tada sa finansijske
tacke gledista nema nikakve razlike izmedu posedovanja datog derivata X ili portfolia ¢, jer $ta god da se u
meduvremenu dogodi na trziStu, vrednosti derivataX i portfolia ¢ bice jednake u trenutkuT. Prema tome cena
derivata X treba da se poklopi sa trZiSnom vredno$cu replikacionog portfolia.

Definicija 5.7 Ako svaki derivat na trzi$tu moZe da se replicira kazemo da je trziste kompletno®.

Lema 5.2 Ako pretpostavimo da binomni model nema arbitrazu, odnosno ako vazi uslov: d <r + 1 <u, onda je
binomni model kompletan.

5.3.1 Princip odredivanja cena u binomnom modelu

U binomnom modelu odredivanje cene se vrsi na sledeci naci:
(i) Ako je proizvoljni derivat X dostiZzan znaCi da moZe da se replicira nekim portfoliom ¢ i tada jedini
razumni ("fer") proces cene derivata X, mora da ispuni slede¢i uslov:
I, (X) =V, (#), t=0,T. (55)

(ii) Ako pretpostavimo da je derivat X dostizan, {j. da postoji portfolio ¢ koji ga replicira, tada vazi sledece
tvrdenje: Ako u poCetnom trenutku t=0, za cenu derivata X uzmemo bilo koju drugu vrednost razlicitu
od V(¢), onda sigurno dobijamo arbitraznu priliku. Drugim re¢ima, da bi izbegli arbitraznu priliku mora
da bude ispunjen uslov: ITo(X)= Vo(4). (5.6)

Definicija 5.8. Proizvodna cena I'y(X) derivata X, izvedena pod pretpostavkom da u trziSnom modelu s nema
arbitraZe, naziva se arbitraZznom cenom derivata X (arbitrage free price).

49 Finansijski derivat drugacije se naziva i Uslovno pravo na zahtev.
50 Navedena osobina kompletnosti trziSta se poklapa sa definicijom kompletnosti metriCkog prostora koja je data u definiciji
8.15 u priloguA.
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Napomena S obzirom, da na realnom trzistu postoji moguénost da se pojavi arbitrazna prilika, mozemo da
kaZemo da je arbitrazna cena izvedena u “savrSenim uslovima” trZista, odnosno u uslovima koji nisu stvarni, jer
Su mnoge realne okolnosti zanemarene. Zbog toga se do arbitraZzne cene nekog proizvoda na finansijskom
trZistu dolazi, pre posredstvom tzv. arbitraZera, nego racionalnim i logi¢nim investicionim odlukama svih ucesnika
na trzistu.

ArbitraZeri svojom pojavom i delovanjem na trZistu usaglaSavaju subjektivne cene kupaca i prodavaca nekog
proizvoda i dovode do pojave jedinstvene cene datog proizvoda, koju smo mi definisali kao arbitraznu cenu (“fer”
cenu). Prema tome, nama je u interesu da arbitraznu cenu definiSemo kao vrednost koja iskljucuje sve moguce
arbitrazne prilike, koje mogu da nastanu prilikom repliciranja proizvoljnog derivata X.

Lema 5.3 Pretpostavimo da u trziSnom modelu % =(SB, @) nema arbitraze. Oznacimo sa H racionalni proces
cena proizvoljnog dostiznog derivata X, za koji vazi: Ho eR i Hy =X. Ako sa @ oznafimo novu klasu svih
portfolia koji su dobijeni kao kombinacija akcija, obveznica i novog derivata H, tada proSireni trzisni model, u
oznaci: (SB, @, &) nema arbitrazu ako i samo ako vazi: Ho=ITo(X).

Napomena Pokazuje se da je repliciranje portfolia najoptimalniji nacin kontrole rizika (hedging).

5.3.2 Princip odredivanja cena u binomnom modelu (postupkom replikacije portfolia)

Sada ¢emo razmotriti kada za neodreden (proizvoljan) derivat X sa vremenom dospe¢a T postoji
replikacioni portfolio u binomnom modelu 9 i ako postoji da li je jedinstven u datom modelu. Neka je dati derivat
X oblika:

X", ako jew = o,
X(@)=1"""""
X", ako jew = w,.

Tada, na osnovu /.principa odredivanja cena (5.5), dobijamo replikacioni portfolio g=(a,f) iz sistema linearnih
jednacina oblika®':

{aos“+ﬁ0(1+r)= X", 57

.S + B, (@+r) =X,
Iz ovog sistema jednacina dobijamo jedinstveno reSenje za aoi o
X! - x¢ x?s’ - x's*
ay = , =
=g g P A+r)(S" -s%)

, za neodredene vrednosti X Ui X 4.

Prema ref. [12], ako sistem linearnih jednacina ima jedinstveno reSenje, tada za neodredeni derivat X
postoji jedinstveni replikacioni portfolio i na osnovu Il.principa odredivanja cena (5.6) postoji i jedinstvena
proizvodna cena na trzistu M koja je sledeceg oblika:

def u d du ucd
X=X XS -X"S
0( ) 0(¢) 0% ﬁO Su_Sd SJ (l+r)(su_sd)

(5.8)

51 Buduci da se model sastoji iz dva stanja w1 i w,, zakljuCujemo da se i sistem jednacina sastoji iz dve jednacine.
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Napomena Generalno, proizvodna cena strogo pozitivnog derivata X moZe da bude i negativna u
konstruisanom modelu.U tom slucaju na trZiStu postoji profitabilna neriziéna trgovinska strategija, tzv. arbitrazna
mogucnost, koja se sastoji iz akcije i nerizicnog davanja i uzimanja kredita. Da bi eliminisali takve “nepovoljne
situacije”, tj. arbitrazne mogucnosti koje su protivrecne sa racionalnom predstavom trZista, moracemo da u na$
prosti model trZista uvedemo jos neka dodatna ogranicenja.

5.3.3 Princip odredivanja cena u binomnom modelu
(postupkom odredivanja Martingalske mere)

Objasnili smo postupak za odredivanje cene proizvoljnog derivata u binomnom modelu, postupkom
repliciranja. Medutim, postoji i drugi postupak kojim se odredivanje "fer" cene svodi na odredivanje nove mere
verovatno€e P*, koja je ekvivalentna stvarnoj meri P. Jednostavnim sredivanjem sistema jednacina (5.7) dobija
se linearna jednacina, koja je poznata pod engleskim nazivom Risk-neutral valuation (pricing) formula i glasi:

S =@+ (pS' +(@1-p)SY). (5.9)
gde su p- i (1-p-) nenegativni brojevi koji u zbiru daju jedan (dobijaju se reSavajuéi jednacinu (5.9) po
nepoznatoj p-). MoZemo da ih tumacimo kao verovatno¢e dogadaja w; i w, u 0dnosu na novu meru verovatnoce
P*iiznose:
a+ns -5 S'—(1+r1)S,

s -g s'-s'
Definicija 5.9. Nova mera verovatnoce P* naziva se martingalska mera (mera sa neutralnim rizikom) ukoliko
vazi sledeéi uslov:

p. :P*{a)l}: i (1_p*):P*{a)2}:

1 1
= E =E, | @+r 52, 5.10
S - Er[s]-E-[asns ] 10
Dalje, definiSimo diskontovani proces cena akcija S pomocu sledeéih izraza® :
$=% S =0+n7"Ss. (5.11)

Na osnovu navedenog izraza za diskontovani proces cena sledi da se formula (5.10) moze zapisati kao
martingalski identitet koji je oblika:

S =En[S], (5.12)

Dakle, moZemo da zakljuCujemo da je diskontovani proces cena akcija S* martinglaski proces u odnosu
na novu meru verovatnoce P*, odnosno da je diskontovani proces cena akcija P*martingal. Prema tome, za
meru verovatnoce P* mozemo da koristimo naziv martingalska mera diskontovanog procesa S*. Navedeni metod
za izraCunavanje cena derivata naziva se martingalski metod i on se zasniva ujedno i na martingalskim
procesima i na odredivanju odgovaraju¢e martingalske mere.

Martingalski procesi mogu intuitivno da se predstave kao verovatnosni model "Fer igre". To znaci da
diskontovani proces S* moze da se protumaci kao model za “fer igru”, ali u ekonomiji sa neutralnim rizikom (risk-
neutral economy) u kojoj su verovatno¢e buducih fluktuacija cena odredene ba$ martingalskom merom P*. Zbog
toga se mera P* drugacije naziva i verovatnoca neutralnog rizika (risk neutral probability).

52 Formula (5.10) je ekvivalentan zapis formule (5.9).
53 Diskontovani proces cena akcija moze da se protumaci kao model diskontovanja cene akcija.
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5. Osnovni pojmovi iz finansijske matematike

Lema 5.4. Diskretni trzi$ni model nema arbitrazu akko postoji ekvivalentna martingalska mera P*.

Lema 5.5. Neka binomni model =(SB,®) nema arbitrazu. Tada se arbitrazna cena u pocetnom trenutku,
proizvoljnog derivata X sa vremenom dospeca T, dobija iz formule (5.9):

o (X) =V, = (@+1) 7 (p. X" +(1- p.)X),
ili iz njenog ekvivalentnog oblika:

1 1
HO(X)szP*[X]zEP* [a+n™x]. (5.13)
Martingalsku meru p* odredujemo na jedinstven nacin iz sledece formule: §) = (1—1) Ep [Sr ] . (5.13a)
+r

Napomena Prema tome, ako je uslov odsustva arbitraze u nekom trzisnom modelu zadovoljen, tada sigurno
postoji martingalska mera i prema tome moguce je odrediti proizvodnu cenu derivata X. Medutim, moZe da se
desi da postoji viSe razlicitih i ekvivalentnih martingalskih mera. Osobina kompletnosti trziSta nam obezbeduje
Jedinstvenu martingalsku meru, odnosno jedinstvenu cenu zadatog potraZivanja (claim) X.

Intuitivno je jasno da subjektivna i stvarna verovatnoca ne treba da uti¢e na odredivanje cene opcije, 1.
ne bi trebalo da individualne procene, odnosno prognoziranja verovatnoéa moguéih dogadaja na trzistu (npr. pad
i rast cena neke aktive) utiCu na odredivanje cene nekog derivata. Potrebna nam je neka "zajednicka formula” za
izraGunavanje cena derivata na trZistu, koja bi vaZila za sve investitore, bez obzira na njihov subjektivni stav
prema riziku, a to je ba$ Risk-neutral pricing formula.

Prema tome, izraCunavanja "fer" cene finansijskog derivata, koja ne predstavija arbitraznu priliku
izvodimo kao da stvarno trgujemo na trZiStu bez rizika (risk-neutral market) i za ta izraunavanja koristimo
navedeni martingalski metod i risk-neutral pricing formulu. Pri tome, ne podrazumevamo stvarno da je realna
svetska ekonomija isto Sto i ekonomija sa neutralnim rizikom, ve¢ nam ekonomija sa neutralnim rizikom sluZi vise
kao alat za jednostavnija izraCunavanja cena finansijskih instrumenata.

Osnovna ideja odredivanja cene nekog derivata zasnovana je iskljuCivo na postojanju (egzistenciji)
portfolia koji savrSeno Stiti investitora od izloZenosti riziku (tzv. replikacionog portfolia)>, gde se rizik javija usled
neodredenosti buduéih cena raznih finansijskih instrumenata na trzistu. Na osnovu toga, zakljuCujemo da
konkretne vrednosti verovatnota elementarnih dogadaja nisu od tolikog znaCaja za odredivanje cene
proizvoljnog derivata, koliko je vaznije odrediti samu strukturu stvarne verovatnoce P, a ne napraviti konkretan
izbor verovatnoCe iz skupa uzajamno ekvivalentnih mera verovatnoce.

U praksi, odnosno u ekonomskoj terminologiji ovo se objaSnjava kao &injenica da se svi investirori (kao i
ostali uCesnici na trziStu) slazu u vezi oblika i opsega buducih fluktuacija cena osnovnih finansijskih
instrumenata, ali mogu da imaju razliCite individualne procene verovatno¢a finansijskih instrumenata na trzistu {.
razli¢ite subjektivne verovatnoce.

Prema [12] najvaZnija uloga u postupku odredivanja cena koju ima stvarna (realna) veorvatnoca jeste u
samom odredivanju strukture stvarne verovatnosne mere P, odnosno u utvrdivanju koji su dogadaji u skupu
ishoda moguci a koji nemoguci.Matematicki reCeno, na osnovu njih se utvrduju klase ekvivalentnih verovatnosnih
mera.

rizika.
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5.4 Slozeni modeli trzista

5.4.1 Diskretni modeli trzista

Za detaljan uvid u slozenije diskretne i neprekidne modele koji se koriste za opisivanije trziSta pogledati
reference [3], [12] i [20]. UopSteniji model od binomnog jeste jednoperiodni model, koji sadrzi N osnovnih aktiva
(S, V), pri éemu se pretpostavlja da skupu osnovnih aktiva pripada i jedna obveznica: B=S;. Sli¢no kao §to
smo odredivali pogetnu tj. proizvodnu cenu nekog derivata u binomnom modelu, tako nam je i u datom
jednoperiodnom modelu od interesa da odredimo fer, odnosno arbitraznu proizvodnu cenu proizvoljnog derivata
X. Drugim recima, Zelimo da odredimo proizvodnu cenu derivata X, koja je u skladu sa skupom osnovnih aktiva
(S1,S...,Sv), ali tako da arbitrazne prilike ne postoji ni u polaznom ni u prosirenom modelu trzista, koji je oblika:
(S1,S...,Sy, IT), gde je IT replikacioni proces datog derivata, ref. [3]. Ovaj problem se reSava sliéno kao i u
binomnom modelu, kori§¢enjem sledece leme:

Lema 5.6. Prosireni trzi$ni model (S,S...,Sy, IT) nema arbitrazu akko postoji martingalska mera p* takva da
vaze sledeci izrazi:
1 1
IT,(X) = ——E..[T1,(X)], =——E,. : 5.14
o(X) ) LX), & ) p[S] (5.14)
Na osnovu date leme, mozemo da se zapitamo Sta se deSava ako na trZiStu postoji vise razlicitih
martingalskih mera? Da li i tom sluGaju na trZistu nema arbitraZze?

Odgovor je sledeCi: Ako postoji jedna martingalska mera, tada ¢e prema prethodnoj lemi, za datu meru p*, svi
replikacioni i samofinansirajuéi portfolii datog derivata X imati iste vrednosti u svakom trenutku t. Stavise, ova
zajednicka vrednost cene derivata X je ista i za razliCite izbore ekvivalentnih martingalskih mera, ukoliko postoji
viSe razliCitih martingalskih mera, odnosno ako je trziSte nekompletno. To znaci da oni derivati koji mogu da se
repliciraju ¢e ¢ak i u nekompletnim trzistima imati jedinstvenu cenu u svakom trenutku, odnosno njihova cena
nece zavisiti od izbora martingalske mere, ref. [3]. Prema tome, sledeca jednakost vazi¢e za sve martingalske
mere p* i za sve replikacione portfolie:
1
IT,(X) ) En[X].

Dakle, ako postoji viSe razli¢itih ekvivalentnih martingalskih mera, tada oni derivati koji mogu da se repliciraju ne
predstavljaju arbitrazne prilike. Ova pojava postojanja viSe razliCitih martingalskih mera je posledica nedostatka
kompletnosti trZiSta, $to je navedeno u napomeni na 72. strani.

Prema definiciji 5.7 vazi da je trZiSte kompletno ako svaki derivat na trZiStu moze da se replicira, $to u
datom jednoperiodnom modelu matemati¢ki moze da se opiSe na sledeéi nacin. TrziSte je kompletno ako i samo
ako prostor linearnih kombinacija osnovnih aktiva obuhvata prostor svih moguéih ishoda. Na osnovu navedenog
stava, leme 5.6, kao i definiciie 5.7 mozemo da izdvojimo dve osnovne teoreme finansijske matematike, koje
vaze, kako u proizvoljnim diskretnim modelima trzista, tako i u neprekidnim modelima trzista, ali u malo
izmenjenom obliku. Date teroreme glase:

Teorema 5.1 (I fundamentalna teorema). Diskretan model finansijskog trzista nema arbitrazu ako i samo ako
postoji ekvivalentna martingalska mera. Data mera ne mora da bude jedinstvena.

Teorema 5.2 (Il fundamentalna teorema). Za diskretan model, u kome se pretpostavlja da nema arbitraze, kaze
se da je kompletan ako i samo ako postoji jedinstvena ekvivalentna martingalska mera.
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Sledeéi, malo sloZeniji diskretan model jeste viSeperiodni model, koji kao i binomni model sadrZi dve
aktive, akciju i obveznicu kao predstavnike skupa osnovnih aktiva. Za razliku od binomnog dati model sadrZi vise
vremenskih perioda. Prisetimo se da u kompletnim trZidtima, kao $to je to binomni model postoji jedinstvena
cena za svaki izvedeni derivat, pri éemu je ta cena odredena vredno$cu replikacionog portfolia. Dalje, primetimo
da je osnovni razlog za kompletnost binomnog modela €injenica da postoje tatno dva osnovna (underlying)
finansijska instrumenta (B i S), koji se koriste pri reSavanju sistema od dve jednacine, pri ¢emu svaka od
jednacina predstavlja krajni moguéi ishod u datom prostoru ishoda. Ovo mozemo da generalizujemo stavom da
je model kompletan ako se broj osnovnih aktiva, ukljuéujuéi i bankovni raun, poklapa sa brojem ishoda u datom
prostoru. Imaju¢i ovaj stav u vidu, postupak konstrukcije viSeperiodnog modela trZista deluje prilicno
obeshrabrujuce. Na primer, ukoliko bi Zeleli da na$ viSeperiodni model poseduje 20 vremenskih perioda i dve
osnovne aktive, sledi da u tom sluéaju prostor ishoda sadrzi oko 220 ~10% elemenata ishoda, $to uveliko
prevazilazi broj svih mogucih aktiva na bilo kojem postoje¢em trzistu. To bi znacilo da je nemoguce konstruisati
kompletan model sa dovoljno velikim brojem vremenskih perioda, $to naravno nije istina. Situacija ipak nije toliko
lo$a, jer éemu u novom viSeperiodnom modelu malo oslabiti uslove binomnog modela i dozvoliti da portfolio ima
moguénost "rebelansiranja” u vremenu, ref. [3]. Navedeni postupak pruza mnogo viSe stepeni slobode portfolia.
Takav portfolio nazivacemo “samofinansirajué¢im” portfoliom i on je prisutan kod viSeperiodnih diskretnih i
neprekidnih trzista. Podrazumeva se da na pocetku perioda t investitor poseduje portfolio iz prethodnog perioda
[t-At,t), odnosno da se vrednost portfolia na pocetku perioda t dobija kada se proda stari portfolio, iz perioda [t-
At,t) po trenutnim cenama. Nakon prodaje ili kratke prodaje aktiva dobijeni fiktivni novac moze da se reinvestira
u novi portfolio.O novom portfoliu se odlucuje tek nakon posmatranja cene aktiva u datom trenutku t i na osnovu
informacija koje investitor poseduje iz prethodnog peroda [t-At, t). S obzirom na to da se radi o diskretnom
modelu mozemo da kazemo da je At =1.

Definicija 5.9 (Samofinansirajuci portfolio). Portfolio se naziva samofinansirajucim, ako u svakom trenutku
pogev od njegovog formiranja pa nadalje, nema nikakvih dodatnih ulaganja niti povlaéenja novca iz njegovih
fondova®. Drugim re¢ima, sve promene u vrednosti datog portfolia jesu posledica dobitaka ili gubitaka
realizovanih investicijama ulaganih iz sredstava samog porfolia, [9].

Neka je skup osnovnih aktiva datog viSeperiodnog diskretnog modela jednak uredenom paru: (SB) i
neka je portfolio oblika ¢=(a,f), gde a,f redom oznaCavaju broj akcija i broj obveznica. Tada za dati portfolio
kazemo da je samofinansirajuci ako vaze sledece jednakosti:

t
V, =V, + Y aAS + BAB,, odnosno (5.15)
=

G S at BB =S 4+ LB A

pri Cemu vaZi da ASpredstavlja razliku trenutne (sadasnje) cene i cene u prethodnom trenutku:AS=S(t)-S(t-At),
odnosno u diskretnom modelu: AS=St,)-St;, 1)

Navedeni viSeperiodni model sa dvoclanim skupom osnovnih aktiva predstavlja polaznu osnovu za
konstrukciju neprekidnog modela. Neprekidni model finansijskog trZista dobija se kada primenimo limes na
jednacinu (5.15) kada At—0, odnosno ako se pretpostavi da je period izmedu dva uzastopna vremenska
trenutka infinitezimalno mali. Prilikom prelaska sa diskretnog na neprekidni model treba imati u vidu nacin na koji
je definisan ltoov integral. Prisetimo se da su inkrementi Braunovog kretanja i Itoovom integralu oblika:
Wt 1)-Wt,), odnosno da su oni neprekidni sa desne strane (razlike su postavijene “unapred”), dok su

% Prema tome, kupovina novih aktiva u datom portfoliu se finansira prodajom starih.

74



5. Osnovni pojmovi iz finansijske matematike

inkrementi procesa cena akcija Su jednacini (5.15) neprekidni sa leva (razlike su postavljene "unazad”). Prema
tome, treba voditi rauna prilikom ovog postupka, [3].

U ovom odeljku poceli smo sa jednoperiodnom modelom, koji je imao proSiren skup osnovnih aktiva i
nastavili sa viseperiodnim modelom koji je imao elementaran skup osnovnih aktiva. Na kraju, navodimo da se
"objedinjavanjem” ova dva modela moZe formirati sloZeniji diskretni viSeperiodni model trZista, koji se sastoji iz
veceg broja razli¢itih aktiva. To mogu da budu razni tipovi akcija i obveznica sa razli€itim datumima dospec¢a, kao
i razne vrste finansijskih derivata. Pretpostavlja se da ovaj viSeperiodni model sadrzi N osnovnih aktiva oblika:
(SL,S....Sv), gde vazi B=S;. Ovaj model je daleko uopSteniji u odnosu na prethodna dva i najpribliznije opisuje
stanje realnog trziSta. U datom modelu portfolio se predstavlja proizvoljnim adaptiranim N-dimenzionalnim
procesom. Obi¢no se pretpostavlja da je porfolio Markovski proces, odnosno da zavisi od svoje proSlosti
iskljucivo preko sadasnje vrednosti cene, dok se u generalnom slucaju dopusta i da portfolio zavisi od Citave
trajektorije cene iz proslosti.

Napominjemo da se i iz ovog modela, ukoliko pustimo da vremenski interval At—0, dobija neprekidan
model finansijskog trzista.

5.4.2 Neprekidni modeli trzista

U prethodnom poglavlju ukratko smo objasnili postupak prelaska sa diskretnog na neprekidan model
finansijskog trZiSta koji sadrZi dve osnovne aktive. S obzirom na to da je postupak isti i kada model sadrzi veci
broj osnovnih aktiva, pretpostaviéemo ubuduce da dati neprekidan model poseduje dve osnovne aktive Si B.
Neprekidan model trzista pogledati u refrencama [3], [9], [12] i [20], s tim $to je u referenci [3] kompletno opisan.

lako u neprekidnom modelu postoje razliCite verzije koncepta trziSta bez arbitraze, osnovno znacenje
ostaje isto kao i u diskretnom modelu, a to je da je nemoguce napraviti profit ni iz ¢ega bez preuzimanja nekog
rizika. Osnovna razlika izmedu ova dva modela jeste pre svega u tome sto se umesto konacnih nizova slu¢ajnih
promenljivih, kretanje cena finansijskih instrumenata opisuje sluCajnim procesima neprekidnim u vremenu.
Takode se pretpostavlja da su procesi cena Markovski, odnosno da zavise od proSlosti iskljuéivo preko trenutne
(sadasnje) vrednosti cene.

Ako pretpostavimo kao i u konaénom modelu, da je portfolio oblika ¢=(x,5), gde su a,f redom broj
akcija i broj obveznica koje investitor poseduje u proizvoljnom trenutku t, tada se trziSna vrednost portfolia u tom
trenutku odreduje prema formuli: Vi=a; S+p; By, dok se promena vrednosti portfolia u zavisnosti od priraStaja
cena aktiva u vremenskom periodu At, odreduje prema formuli: dV; = oy dS+4, dB;. Prema tome, u neprekidnom
modelu portfolio oblika ¢=(a,f), 0< t < T, nazivamo samofinansiraju¢im ukoliko je promena vrednosti portfolia
isklju¢ivo posledica promene cene aktiva koje portfolio sarzi i kada pustimo da At—0 u jednacini (5.15) dobijamo
izraz za vrednost portfolia u trenutku t u integralnom obliku:

t t
V() =V(0)+ [ a,dS, + [ 4,08, . (5.16)
0 0
Podrazumeva se da su procesi koji opisuju cenu aktiva S i B, semiratingalski procesi, dok su o i £ predvidljivi

procesi, koji moraju da zadovolie odredene uslove egzistencije i definisanosti stohastickih integrala.
Napominjemo da prvi integral nije Itoov integral nego stohasticki interal kome je integrator semiratingalski proces.
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Dalje, u nastavku objasnicemo znaenje pojma volatiinosti, s tim to postoji viSe razliCitih naina
interpretacije ovog pojma, u zavisnosti od modela trzista u kojem se volatilnost opisuje. Sa ekonomske tacke
gledista, volatilnost predstavlja meru promenljivosti, odnosno nestabilnosti finansijskog trzidta, odnosno meru
rizika, pogledati definiciju na strani 64. Dakle, u ekonomskoj literaturi volatiinost se definiSe kao varijansa od
obrta (stope prinosa) logaritma cene, Sto se poklapa sa navedenim opisom volatilnosti. Ova definicija volatilnosti
odgovara Blek-Solsovom modelu finansijskog trzi$ta, u kome se pretpostavija da je volatilnost konstantna u
odredenom vremenskom periodu, [20]. Medutim, postoji uopSteniji koncept ovog pojma, koji podrazumeva da je i
sama volatilnost funkcija dodatnih izvora slu€ajnosti. Takvi modeli trziSta se nazivaju modeli se stohastickom
volatilnoscu.

Prema tome, u modelima finasijskih trziSta u kojima se proizvoljni merljivi ekonomski podaci opisuju,
odnosno modeliraju semimartingalskim procesima, kao Sto je to prethodno opisan model, dopusta se da
varijansa bude sluéajna funkcija. Podsetimo se da semimartingalske procese opisujemo Itoovim stohasti¢kim
diferencijalom oblika:dS(t,w)=a(t,w)dt+A(t,w)dB,, gde je B; Braunovo kretanje.Dakle, u navedenim modelima
stohasticke volatilnosti, volatilnost definiemo formulom: Vi(t,«)=4 *(t,w), odnosno kao: I, = f3; %.Da budemo
precizniji, volatilnost definisanu na ovaj nadin nazivaéemo i trenutnom volatilnoscu.

Osnovne teoreme finansijskih trzista u neprekidnom modelu i dalje vaZe ali su delimiéno izmenjene, to
je delom i posledica ¢injenice da se cena aktiva u ovom modelu opisuje semimartingalskim procesima.

Teorema 5.3 (I fundamentaina teorema). Ako u neprekidnom modelu finansijskog trZista postoji ekvivalentna
martingalska mera onda dati model nema arbitrazu®. Obrnuta implikacija u neprekidnom modelu vazice samo
pod dodatnim uslovima.

Teorema 5.4 (Il fundamentalna teorema). Neprekidan model trZista je kompletan ako i samo ako postoji
jedinstvena ekvivalentna martingalska mera u kojoj je proces S/B; martingal.

% Primetimo da, u slu¢aju neprekidnog modela trzista, implikacija prve fundamentalne teoreme viSe ne vazi u oba pravca,
ve¢ samo u jednom.
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6. Odredivanje integrisane volatilnosti iz
gustog skupa finansijskih podataka u
prisustvu Suma

ovom poglavlju baviécemo se analizom rada autora Sahalia, Zeng i Mikland (Sahalia, Zhang and

Mykland) (2005) [1]. U navedenom radu objadnjavaju se postupci za racunanje integrisane

volatilnosti (V) finansijskih podataka visokih u¢estanosti i predlaze se nov nacin ocenjivanja datog
parametra. Nave$¢emo teorijske rezultate za svaku ocenu ponaosob i predloZiti postupak za simulaciju i proveru
navedenih teorijskih rezultata.

U analizi finansijskih podataka visokih uCestanosti najve¢i problem predstavija neparametarsko
odredivanje volatilnosti povratnog procesa cena. Uobi¢ajena praksa u finansijama je da se procena volatilnosti
izraCunava iz sume gusto uzorkovanih kvadratnih obrta (stopa prinosa)®” nekog procesa. Ovaj nagin ocene
volatilnosti je opravdan, pod pretpostavkom da se radi o neprekidnom stohastickom modelu u idealizovanom
svetu. Medutim, u prakti¢nim primenama ovaj metod nailazi na realan problem”trziSne mikrostrukture”. U radu [1]
je pokazano da je ovakav ustaljen metod procene volatilnosti pogreSan, jer previda greSku. Uobi¢ajen postupak
koji se koristi u praksi da bi se prevazi$ao ovaj problem jeste da se veliki deo raspoloZivih (dostupnih) podataka
odbaci. Odbacivanje se sprovodi tako Sto se uzorkovanje podataka vrsi u manjim vremenskim intervalima.

Objasnimo ovaj problem na slede¢em modelu. Neka je S proces cena proizvoline aktive na trziStu i
neka je X logaritamski proces cena te aktive, odnosno proces oblika:X=logS. Za pocetak, pretpostavimo da je
X ltoov proces sa Braunovim kretanjem B, koeficijentom drifta z;i trenutnom varijansom ;% tj. posmatracemo
model sledeceg oblika:

dX, = 4 dt + o, dB,, (6.1)

Zanima nas da procenimo parametar integrisane (kumulativne) volatilnosti, u oznaci (X,X)r , iz skupa
podataka koji predstavljaju cenu posmatrane aktive, koja je opisana modelom (6.1). Parametar integrisane
volatilnosti se obi¢no posmatra duZ jednog vremenskog perioda i u tom slu¢aju se raCuna prema formuli:
(X,X)T=IOT0} Zdt, ali moze da se posmatra i duz vi$e uzastopnih vremenskih perioda.

57 Pojam obrta (stope prinosa) proizvoljnog procesa definisan je u primeru 4.4, izrazom (4.18).

77



6. Odredivanje integrisane volatilnosti iz skupa finansijskih podataka

Primetimo da je navedena formula za integrisanu volatilnost isto Sto i izraz za neprekidnu kvadratnu
varijaciju ltoovog procesa (teorema 3.10; izraz (3.31)). Prema tome, prirodan nacin da se izvr$i ocena integrisane
volatilnosti duz proizvoljnog vremenskog intervala [0,T] je da se za ocenu (estimator) koristi sledeci izraz:

[X1X]T = Zti (Xti+1_xti)2’ (62)

gde X:; predstavlja sve posmatrane vrednosti logaritamskog procesa cena na intervalu [0,T]. Navedena ocena
integrisane volatilnosti se najéeSce koristi u praksi i poznata je pod nazivom “Realizovana volatilnost”, odnosno
"Realizovana varijansa”. Na osnovu teoreme o kvadratnoj varijaciji Itoovog procesa (teorema 3.10), sledi da je
aproksimacija (6.2) teorijski opravdana® ako je proces ¢ija se integrisana volatilnost ra¢una ba$ ltoov proces, jer
je za njega poznato da vazi slede¢a konvergencija:

p

|imtz(xti+1—xt_)2
i

.
[oldt. (6.3)
0

Medutim, u praksi nije moguce direktno primeniti idealizovani model ltoovog procesa (6.1) kao model za
kretanje cena na trzitu, jer se na realnom trziStu javljaju razni problemi, koji su u teoriji zanemareni. Sve pojave
koje se tiCu nacina rada i same organizacije trzidta zavedene su pod zajedni¢kim nazivom {rZi§na mikrostruktura.
Tu se podrazumevaju pojave kao $to su: razlika u kupovnoj i prodajnoj ceni (bid ask spread), transakcijski
tro8kovi, provizije, likvidnost, kao i razne druge realne pojave na trzistu. Da bi konvergencija (6.3) realizovane
volatilnosti (RV) vaZila, posmatrani proces €iji se podaci uzorkuju mora da bude Itoov proces. S obzirom na to
da na realnom trzidtu navedeni uslovi nisu ispunjeni, moze da se oCekuje da u praksi dolazi do velikih odstupanja
ocene RV. Objasnimo ovaj fenomen sa stanovista teorije sluajnih procesa. Budu¢i da u realnim uslovima
posmatrani logaritam procesa cena nije semimartingal kao $to smo pretpostavili u modelu (6.1), sledi i da ocena,
odnosno estimator RV ne konvergira ka integrisanoj volatilnosti sa pove¢avanjem frekvencije uzorkovanja, kao u
§to je to slucaj u jednadini (6.3).

Empirijski je potvrdeno da ocena (RV) nije stabilna kada se uzorkovanje cena vrsi ¢eSe, odnosno
ukoliko se uzorkovanje vrsi u kra¢im vremenskim intervalima. U tom slu€aju, mikrostrukturni problemi postaju sve
izrazeniji i utiCu na to da i najfinije uzorkovani podaci postaju beskorisni. Pojava velikih odstupanja u proceni
volatilnosti, kao i pojava nestabilnosti estimatora usled promene duzina intervala uzorkovanja, su posledice koje
jedan stabilan estimator ne bi trebao da poseduje. Upravo ovakve pojave su razlog, u praksi zastupljenog obi¢aja
da uzorkovanje povratnog procesa X; ne treba vrsiti Cesto. Ovakav postupak "proredenog uzorkovanja” se
primenjuje u praksi bez obzira na to $to se vrednosti pojedinih procesa mogu olitavati sa veoma visokom
frekvencijom, koja u pojedinim slu¢ajevima moze da bude ¢ak i nekoliko puta u sekundi. DuZina uzorkovanja u
praksi moze da bude proizvoljna. Na primer, za podatke koji opisuju kretanje deviznog kursa (exchange rate
data), najCeSce se uzorkovanje obavlja u proizvoljnom opsegu iz intervala od 5 do 30 min. Konkretno, ako se
uzorkovanje polaznih podataka do sada vrSilo jednom u svakoj sekundi, tada odlaganje opservacije na svakih 5
min umesto u svakoj sekundi, rezultuje odbacivanjem 299 podataka od svakih 300 podataka.

Ovakav empirijski naCin obradivanja podataka je u praktiénom smislu efektan, jer bolje procenjuje
parametar volatilnosti, ali zato ne ispunjava neke od osnovnih statisti¢kih principa. U statistici je teSko prihvatiti
da odbacivanje podatka, pogotovo u tolikoj koli¢ini, moze da bude optimalno reSenje problema, jer uzorkovanje
na veéim vremenskim intervalima viSe smanjuje uticaj mikrostrukturnog Suma, nego $to ispravija njegove lose
efekte koji utiCu na procenu volatilnosti.

5 Prema definiciji 8.8.a iz priloga A sledi da limes m-kvadratne varijacije ltoovog procesa X postoji i da sa povecanjem
frekvencije uzorkovanja posmatranih vrednosti procesa X (tj. sa povecenjem broja n) 7=kvadratna varijacija konvergira
ka integrisanoj volatilnosti. Sto znagi da se greska ocene "realizovana volatilnost” smanjuje sa pove¢anjem frekvencije
uzorkovanja.
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6. Odredivanje integrisane volatilnosti iz skupa finansijskih podataka

S obzirom da postoje¢a ocena ima velika odstupanja, u slu€aju da uslovi na trZistu odstupaju od modela
(6.1), a postupak koji se koristi u praksi ne ispunjava osnovne statisti¢ke principe, konstruisatemo novi statisticki
aparat sa sledecim svojstvima:

= Da koristi sve moguce podatke dostupne na trZistu.
= Da ne zavisi od promene frekvencije uzorkovanja i da pri tome zadrzi osobine koje jedna stabilna
ocena (estimator) integrisane volatilnosti treba da poseduije.

Dakle, pretpostavicemo da su posledice koje trziSna mikrostruktura ima na posmatrane podatke,
donekle iste kao i posledice koje ima aditivna statistiCka greSka na iste te podatke, odnosno pretpostavicemo da
je proces koji se posmatra sledeceg oblika:

Y, =X, (64)

gde je X; neopservabilni, skriveni Itoov logaritamski proces cena, koji je perturbovan nezavisnom komponentom
Suma &, a &; je €lan koji se pojavljuje zbog statisticke greSke.Napominjemo da je Y;; stvarni (realni) posmatrani
proces, koji se analizira direktno na trZistu.

Prema radu [1] definisatemo neophodne uvodne pojmove i objasniti postupak konstrukcije nove ocene
(estimatora), koju ¢emo dalje u tekstu nazivati "najboljom” ocenom. Pored najbolie ocene, ukratko ¢emo
analizirati jo§ Cetiri ocene integrisane volatilnosti sa slabijim karakteristkama od najbolje. Programskom
simulacijom ¢emo potvrditi teorijske rezultate u radu [1].
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6. Odredivanje integrisane volatilnosti iz skupa finansijskih podataka

6.1 Analiza ocene realizovane volatilnosti u prisustvu Suma
(brza vremenska skala - BVS)

Postavka problema (definicije i pretpostavke)
Ocena realizovane volatilnosti

Proredeno uzorkovanje

Ukupna greSke proredenog uzorkovanja
Optimalna frekvencija proredenog uzorkovanja

VVVYYVY

6.1.1 Postavka problema (definicije i pretpostavke)

Neka jeY stvarni logaritamski proces cena, koji se posmatra u trenucima 0=ty ty,...,t;=T. Na osnovu
toga, pretpostaviCemo da su u datim vremenskim trenucima, stvarni proces Y i skriveni (neobservabilni) proces
X%, povezani jedna¢inom (6.4), dok je skriveni proces X dat jednaéinom (6.1).

Lema 6.1 (Pretpostavke za proces Suma). Pretpostavimo da proces Suma ispunjava sledece uslove:
(i) Oznaka & ; predstavlia niz nezavisnih sluéajnih promenljivih sa identi€nim raspodelama i sa
ogekivanjem i varijansom oblika: Ee¢;=0i Var(es;)=E(&?).
(i) Veli¢ina € je nezavisna od procesa X , §to se obelezava oznakom: & L X. (6.5)
(iii) Za proces Suma moze da vazi i dodatni uslov:
E(§ ") = E(€") <0, zasvakoi. (6.6)
Uslove (i) i (i) ¢emo dalje u radu koristiti pod brojem (6.5), a uslov (iii) pod brojem (6.6).

Model (6.4) ne zahteva da & postoji u svakom trenutku t zadatog intervala, ve¢ samo u trenucima t; u
kojima se proces posmatra.

Definicija 6.1 (MreZa/Podela). Celokupna mreza (podela) sadrzi sve vremenske trenutke u kojima se data
pojava posmatra i njih nazivamo opservacijskim tackama. Mreza (podela) G opisana je skupom: G={t,..., tn},
gde svaki vremenski trenutak t; predstavlja i-tu taku u celokupnoj mreZi G.

Definicija 6.2 (Podmreza/Potpodela). Proizvoljna mreza H za koju vazi relacija £ <G, naziva se podmreZa
(potpodela) date mreze G. Uzastopni elementi podmreze (potpodele) definiSu se na sledeci nacin: ako je
vremenski trenutak t; € 7, tada sa t; - oznaCavamo prethodni element, dok sa t; . oznaCavamo sledeci element
podmreze H; dok trenutak t; uvek oznacava i-tu tatku celokupne mreze G.

Napomena Ako je H=@, tada vaZit; = t 1, t; .=ti.1.Medutim kada je H prava podmreZa mreZe G, odnosno
kada je H @, onda vaZe sledece nejednakosti: t; <t 1, ti + >ti+1.

Ako sa [H/ oznacimo broj vremenskih inkremenata oblika (t; ,t;.], tako da su obe krajnje tacke intervala
sadrzane u H. Specijalno, u slucaju kada se posmatra celokupna mreza vazila bi jednakost:/¢/=n.Broj
vremenskih inkremenata u datoj mreZi racuna se prema formuli: /H /= ( # taCaka u mrezi 3{)-1.

5 Napominjemo da su procesi X i Y predstavljeni u logaritamskoj skali.
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6. Odredivanje integrisane volatilnosti iz skupa finansijskih podataka

Definicija 6.3 (Posmatrana kvadratna varijacija). Posmatrana kvadratna varijacija procesa Z (m-kvadratna
varijacija) na proizvoljnoj mrezi H <g (definicija 8.8a; prilog A), definiSe se izrazom:

z,z21% = =Z).

[ I tj,tj'+e’}'z-{:, tHst(ZTI'+ Ztl)
Napomena Kada nije eksplicitno navedena mreza sa kojom radimo, nego se ona podrazumeva iz konteksta,
fada umesto oznake [Z,Z]3 moZemo koristiti oznaku:[Z,Z}.Prema tome, na celokupnoj mrezi G, posmatrana
kvadratna varijacija data je slede¢om formulom:

z2fV=[z27/= ¥  (z ), 472 =7 _-Z,.
t,t;,1€G, tjq<t ' ! R
Kada n—oo,tada G, predstavija niz mreZa oblika: G, ={to n, tin..., tan} i Slicno tumacenje vazi za podmreZe.
Napominjemo da smo oznaku AZ;; koristili u obliku:AZ +i=Z +i+1—Z ¢ (prema konvenciji iz teorije vremenskih
serija), §to se ne poklapa sa konvencijom iz teorije stohastickog racuna:AZ ¢i= Z +;—Z i 1.

Uslov 6.1 (Asimptotske pretpostavke).U buducim asimptotskim razmatranjima, uvek se pretpostavija da broj
opservacija na vremenskom intervalu [0,T] teZi beskonacnosti, kao i da maksimalno rastojanje izmedu dve
uzastopne vremenske opservacije tezi nuli, odnosno vazi:

miax At; -0, kadan— oo. (6.7)

Uslov 6.2 (Pretpostavke o filtraciji). Za svako p postoji neprekidni viSedimenzionalni P-lokalni martingal oblika:
2=0 ©,...x™), takav da je F;najmanje o-polie koja sadrzi: o(x,s< t) i skup V" koji sadrzi sve NULL skupove
u o(»®,s< T). Ovaj uslov oznagiéemo brojem (6.8). Veli¢ina  mozeda bude npr. kolekcija Braunovih kretanja.

6.1.2 Ocena realizovane volatilnosti (RV)

Nas$ osnovni cilj je odredivanje ili priblizno odredivanje integrisane volatilnosti skrivenog procesa X, iz
skupa podataka koji su dobijeni opservacijom procesa cena u vremenskom periodu [0,T]. Do sa sada smo
procenu integrisane volatilnosti obavljali pomo¢u ocene realizovane volatilnosti (RV), za koju se ispostavilo da
pravi velika odstupanja. Prema tome, prvo bi trebalo da se utvrdi koliko dobro ili loSe ocena (estimator)
realizovane volatilnosti oblika: [Y,Y] (" aproksimira integrisanu volatilnost skrivenog procesa X, oblika: (X,X);,
kao i da se proceni kolika je greska te ocene. Dakle, pogeéemo od ocene realizovane volatilnosti [Y,Y];@", za
koju se u radu [1] koriste i nazivi "najgora”, odnosno “peta” ocena.

Napominjemo da prilikom izraGunavanja ocene realizovane volatilnosti koristimo sve dostupne podatke sa trZista.

Teorema 6.1 (Uslovno odekivanje i varijansa ocene (estimatora) RV, u oznaci [Y,Y]+@").

(i) Ako je ispunjen uslov (6.5), tada se za uslovno odekivanje ocene [Y,Y]+ @ dobija izraz:

(all) (all)

E([Y,Y]T IXt,te[O,T]):[X,X]T +2nE(&?) (6.8)

(i) Ako su ispunjeni uslovi (6.5) i (6.6), tada se uslovna varijansa dobija iz izraza:

(all)

Var([Y,Y]T | X, ,te[O,T])=4nE(g4)+Op(1). (6.9)

(ii1) Ukoliko je ispunjen malo strozi uslov od prethodnih, izraz za uslovnu varijansu dobija oblik:

)

Var([Y,Y](Ta“ IXt,te[O,T])z

a (6.10)

=4nE(g4)+(8[X,X]T

) E(e?) - var (52))+op(n1/2).
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6. Odredivanje integrisane volatilnosti iz skupa finansijskih podataka

Dokaz:

Sa pretpostavkom da vazi model (6.4), realizovanu volatilnost stvarnog posmatranog procesa Y ;, raCunamo
prema formuli:
@ty

YD =[x X 42l o]

R P

T T
Na osnovu uslova (6.5) zakljuéujemo da sve komponente Suma imaju istu varijansu, odnosno da vazi slede¢a
jednakost: Var(et;)=Var()=E(£?). S obzirom na to da je L X sledi da za kovarijansu vazi: E[X,e];®"=0. Prema
tome, za uslovno o€ekivanje dobijamo:

E([Y,Y](Ta”) | X, t e[O,T]) = E([X, x](Ta”) +[g,g](Ta“) | X, t e[O,T])

= xox]@ s E([e,e](Ta”)I X, t e[O,T]).

Ostaje nam jo$ da izratunamo uslovno oéekivanje slu¢ajne promenljive [¢,];@":

1

E([g,g](f“)| X t e[O,T]) E(Z(a,,, -4, ) ~ZEG,, -a,)’

_ 2 2
=2 E(gti+l ey 28ti+18ti )

2.
=25 E(¢") =2nE(¢"), gdeje E(2s &,)=0,

gde smo u jednakosti 1. koristili uslov € L X,a u jednakosti2.osobinu nezavisnosti komponenata procesa Sumae;.
Prema tome, za uslovno oekivanje dobija se izraz:

all all

E([Y,Y]( I X, te [O,T]) =[X, x]( )

2
T T2nE(e),

T

§to je i trebalo dokazati.

Napomena Za dovoljno veliko n, élanovi 2nEe? | 4nEs* u jednadinama (6.8) i (6.9), koji potiéu od procesa
§uma na trzistu postaju sve dominantniii, zbog dega ocena realizovane volatilnosti [Y,Y]; @" vise ne opisuje
varijaciju skrivenog procesa [X,X}+®". Drugim re¢ima, na visokim ucestanostima podataka polazna ocena
postaje konzistentna (saglasna) ocena varijanse Suma i data je sledecim izrazom:

E=2 =(1/2n) {Y,Y};®. (6.11)

Prema tome, iz jednadina (6.8) i (6.9) moZemo da izvedemo zaklju¢ak da ocena realizovane volatilnosti [Y,Y];@"

u realnom i diskretnom svetu gde se efekti mikrostrukture trzista ne mogu zanemariti, nije stabilna, odnosno
pouzdana (reliable) ocena varijacije skrivenog procesa [X,X}+@". Iz jednacine (6.8) moze se dodatno zakljuciti
da ocena [Y,Y}®" ima pozitivno pomeranje (odstupanje) i amplituda datog odstupanja se linearno povecava sa
povecanjem veli¢ine uzorka (1j. sa povecanjem broja n).

Lema 6.2 (Asimptotsko ponasanje ocene [Y,¥@"). U sluéaju kada n—oo ocena [Y,Y}@"

normalna, uslovno u odnosu na proces X, jer vazi:

n¥? ([Y,Y](Ta“) —2nE(52))f>2(Eg“)’/2 -z

Suma’

je asimptotski

gde ¢lan z,,. predstavlja standardnu normalnu sluéajnu promenljivu, dok naziv indeksa ukazuje na to da je
slu€ajnost date promenljive direktna posledica Suma &, odnosno direktna posledica odstupanja posmatranog
procesa Y od skrivenog procesa X.
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6.1.3 Proredeno uzorkovanje

U prethodnom odeljku zakljucili smo da realizovana volatilnost procenjuje pogre$nu veli¢inu i da se sa
¢ed¢im, odnosno finijim uzorkovanjem podataka ovaj problem samo pogor§ava. Sa finijim uzorkovanjem
sakupljenih podataka, razlike izmedu uzastopnih vrednosti stvarnog procesaY¥ se smanjuju i time podleZu veéem
uticaju amplitude mikrostrukturnog Suma, koja u navedenom postupku ostaje nepromenjena. To znaéi, da sa
vetom frekvencijom uzorkovanja posmatrane fluktuacije stvarnog procesa su mnogo vise zaprljane
mikrostrukturnim Sumom i samim tim slabije procenjuju pravu varijaciju {X,X),. Empirijska poruka koja proistice iz
navedenog bila je zastupliena mnogo pre nego $to je sprovedena formalna analiza datog fenomena i glasila je:
Da prilikom izraCunavanja realizovane volatilnosti (RV) uzorkovanje ne treba vrsiti sa visokom frekvencijom.
Zbog Eega se u literaturi ustalilo misljenje da postupak uzorkovanja treba da se obavlja “proredeno”, odnosno na
manjim frekvencijama®. Interval uzorkovanja podataka Agyarse, M0Ze da uzima vrednosti iz opsega od [5,30] min.

Ukoliko se insistira na koriSCenju metode proredenog uzorkovanja, pokazaemo postupak kojim se
odreduje optimalna frekvencija uzorkovanja umesto njenog proizvoljnog odabira, kako se preporucuje u literaturi.
Ocena RV kojoj odgovara novi interval uzorkovanja Agperse=T/Ngarse,ObeleZicemo oznakom: [Y,Y]; ¥
zvaéemo je ocena (estimator) realizovane volatilnosti (RV) proredenog uzorkovanja.

Definicija 6.4 (Proredeno uzorkovanje ili ocena RV na podmreZi 7). Postupak proredenog uzorkovanja jeste
uzorkovanje na podmrezama celokupne mreze G. Neka je data podmreza ' i neka vazi: |H |=Ngars. Tada se
nova ocena RV, u oznaci: [Y,Y];*"**, kojoj odgovara novi interval uzorkovanja oblika: Agarse=T/Nsparse, dobija iz
sledece formule:
LA AT I A (6.12)
.t e T

Da bismo racionalno obrazlozili postupak proredenog uzorkovanja predloZicemo asimptotiku gde
raspodela Suma & moze da varira sa N i Ngase,@ da pri tome i dalje ostane NIR®2. Pretpostavicemo jo$ da su
raspodele od ¢, u oznaci L(&), elementi skupa D: L(g)eD. Pri éemu, skup D predstavlja skup svih raspodela
takvih da vazi da je: E(¢)=0 i E(e),E(¢*)/E(%)? < o, odnosno da su elementi E(¢?),E(c*)/E(£?)? ogranieni
proizvoljnom konstantom.
Lema 6.3 (Asimptotsko ponasanje ocene [Y,Y] ) Pretpostavimo da je X Itoov proces oblika (6.1), gde su
koeficijenti 144 i o, ograniéeni odozgo konstantom, kao i da za svako n, vaZi da su procesi X i Y vezani modelom
(6.4). Dalje, pretpostavimo da za svako dato n, postoji mreza H, i da za svaku takvu mreZu vaZi da: Negarse—©
kada n—oo, kao i da vazi uslov (6.7). Na kraju, pretpostavljamo da vaZe: uslov (6.5) i uslov: L(g)eD .Tada je:

[YY]U <[ X, XU + 2ngarseE(e?)

12

+(4nsparseE(g4)+ 8[x, x| E(s%) —ZVar(gz)) z

Suma

(6.13)
+0, (NgarseE(s%)*?),

gde je veliCina z,,,, asimptotski standardna normalna slu¢ajna promenljiva.

60 Uzorkokovanie koje se vrSi na manjim frekvencijama od date poCetne frekvencije drugadije se naziva i poduzorkovanje.

61 Uopsteno govoreci, podmreza 7 ne mora bude data, ve¢ postoji postupak za optimizaciju frekvencije uzorkovanja, kojim
se odreduje optimalni broj elemenata podmreze, a samim tim se odreduje i podmreZa.

62 Oznaka NIR predstavlja niz identi¢nih slu€ajnih promenljivih sa identiénim raspodelama.

63 Kao $to mreza JH , zavisi od n, tako i zakon raspodele L(g) mozda zavisi od n, gde je proces X fiksiran.
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Napomena Primetimo da red svih ¢lanova u izrazu (6.13) zavisi od velicina Neparse | E(£?)i njihovog uzajamnog
odnosa. Prema tome, kada je vrednost E(g?)relativno mala u odnosu na veliginu Neparse, ONAA 0CENA [Y, Y}
ipak moZe da se koristi kao dobra zamena za [X,X};%).U slucaju da to nije ispunjeno &lan, koji opisuje
mikrostrukturni $um:2Ngarse E(¢)? postaje dominantan u izrazu (6.13).Takode, moZe da se izvede zakljuak da
Je za optimalnu vrednost Nga s Najbolje izabrati Sto manju vrednost. Vazno je napomenuti da je ovakav postupak
efikasan za smanjivanje uticaja trzisnog Suma, ako se diskretizaciona greSka zanemari. Medutim, takav postupak
previda sledecu cCinjenicu: Da je sa vecom vrednoSCu Nearse, diskretizovana ocena X, X}+%) bliza neprekidnoj
integrisanoj volatilnosti (X,X)+, odnosno da je greska diskretizovane ocene manja za vece vrednosti Nearse.

6.1.4 Ukupna greska proredenog uzorkovanja

Na$ krajniji cilj je procena integrisane volatilnosti(X,X)r, koja predstavlja neprekidnu veli¢inu. Postupak
smo podeli tako to smo iz diskretnog skupa podataka procesa Y procenijivali diskretnu veliginu [X,XJ1# i to
koristeéi ocenu [Y,Y]+%. Sledeéi korak sastoji se u proceni neprekidne veligGine (X,X)r diskretnom [X,X]1#,
zbog Cega se pojavljuje novi tip greske, koju nazivamo diskretizacionom greskom.

Kvantitativna vrednost ukupne greske za ocenu [Y,Y};*?, obuhvata gresku nastalu kao posledica
mikrostrukturnog $uma i gre$ku nastalu diskretizacijom, odnosno dobija se iz sledece razlike: [Y,Y}{#) — (X, X)r.
Prema tome, ukupnu greSku ocene odrediéemo kombinovanjem lema 6.3 i 6.4, koje asimptotski opisuju
navedene greske.

Lema 6.4 (Asimptotsko ponasanje diskretizacione greske ocene [Y,Y[**). Diskretizaciona greska diskretne
ocene [X,XJ:* javlja se prilikom njene estimacije neprekidnog parametra (X,X)r. Asimptotska vrednost date
diskretizacione greske, kada Ngarse—>o0, dobija se iz izraza:

T - :
(—Sp_?rsej ([X'x]('I'H)_<X'X>T) - (iZH'(t)det) * Z iskretna (6.14)

gde €lan Zgsema predstavija standardnu Gausovu slu€ajnu promenljivu, a naziv indeksa ukazuje na to da je
slu€ajnost date promenljive direktna posledica diskretizacionog efekta prilikom procene neprekidnog parametra
(X, X)r diskretnom ocenom [X,X]+*. Veliginu H(t) opisacemo u sledeéoj definici.

Definicija 6.5 (Kvadratna varijacija vremena).Veli¢ina H(t) asimptotski teZi kvadratnoj varijaciji vremena i data
je izrazom:

n

H(t) = lim 22 t . —t)>2. (6.15)
nN— T ti,ti‘JrEH,ti’JrSt '

U slucaju ekvidistantnih opservacija vazi: Atg=...=At, 1=At =T /Ngyare, 0dakle sledi: H'(t)=1.

Lema 6.5 (Ukupna gre$ka proredenog uzorkovanja). Ako pretpostavimo da vazi uslov (6.8), uslovi leme 6.3,
kao i sledeca jednakost: max;, ¢ i+er (ti+—1i)=O(UNgarse), tada moze da se podrazumeva da je veliCina H(t)
dobro definisana i prema tome izraz za ukupnu gresku dobija se iz formule:
(H)
[V Y] = (X XD + 2 gparseB (%) + Y 2

(6.16)
+Op(n;g;rseE(gz)]/2) +op(n;41,{,j,2rse ,

koji je ispunjen u smislu stabilne konvergencije (stable convergence).
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Veliina zq4 je asimptotski standardna normalna slu¢ajna promenljiva, a izraz za varijansu Y je sledeéeg oblika:

(H)
T

} 2H'(t)o,* dt. (6.17)

Y7 = AngarsoE(e*) + (8[X,X]
nspar$ 0

E(s?) —2Var(52)) +

¢lan nastao usled suma ~
¢lan nastao zbog

diskretizacije
Prema tome, konacni izraz za proredenu ocenu (estimator), u oznaci (6.18) iznosice:

N

ukupna varijansa

VPR UXX). () ¢ AngareE(e") + [oidt| -2
T T Sparse Sparse nsparse 0 t otal
odstupanje izazvano Sumom | ¢lan nastao usled suma

¢lan nastao zbog
diskretizacije

Napomena Primetimo da slicno kao $to je bilo u izrazu (6.13),tako i u izrazu (6.16) red ¢lanova zavisi od dveju
velidina Neparse | E(£?).Prema tome, kada je vrednost E(£?) relativno mala, moze da se koristi ocena proredenog
uzorkovanja [Y,Y}s\*) na podmrezi H, kako za procenu diskretne velicine[X,XJs\*, tako i za procenu neprekidne
integrisane volatilnosti{X,X).

Dalje, u formuli (6.16) ¢lan 2Ngparse Ee? predstavija gresku, odnosno odstupanje ocene [Y,Y};*)od procenjivane
vrednosti IV i primetimo da se dati ¢lan smanjuje sa smanjenjem broja opservacifa, tj. sa smanjenjem Nearsel.
Ovaj zakljucak je u skladu sa nacelima empirijskog postupka proredenog uzorkovanja, odnosno poduzorkovanja,
koji je veoma Cest u praksi. Takode navedeni zakljuCak daje objaSnjenje za$to se u proceni velicine (X,X)t
koristi ba§ ocena proredenog uzorkovanja. Objasnjenje se sastoji u nhameri da se kontroliSe odstupanje ocene i
to se postize zamenom vrednosti n u formuli (6.8) vrednoSCu Nearse i tako se dobija formula (6.16). Prilikom cega,
se mora vodliti racuna da uzorkovanje ne bude suvise proredeno, §j. da Nearse N€ bude suvise malo. Na osnovu
formule (6.17) sledi da se smanjivanjem vrednosti Ngarse, POVECava diskretizaciona greska koja je proprcionalna
sa ~n’1sparse, a time se povedeva i varijansa Y, odnosno varijansa polazne ocene [Y,Y};#.

Primetimo jos, da se glavni kompromis pravi izmedu odstupanja 2Ngers E €% i diskretizacionog ¢lana varijanse,
Jer je efekat drugog Clana varijanse koji je u sprezi sa Sumom manjeg reda u odnosu na velicine Negarsei E (€9
koje poredimo.

Iz navedenog, zakljucujemo da mora da se napravi kompromis izmedu suviSe Cestog i suvise proredenog
uzorkovanja, odnosno da se odredi optimalna vrednost frekvencije na kojoj treba vrSiti uzorkovanje, sto ¢emo
odrediti u sledecem poglaviju.
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6.1.5 Optimalna frekvencija proredenog uzorkovanja

Zakljucili smo da mora da postoji kompromis izmedu suviSe gustog i suviSe proredenog uzorkovanja,
odnosno da mora da postoji optimalna vrednost uzorkovanja Ngarse, Za Koju vazi da su i diskretizaciona i greSka
usled mikrostruktunog $uma najmanje. Prema tome, ocena [Y,Y}:* je najpreciznija kada se za frekvenciju
uzorkovanja koristi ba$ optimalna frekvencija. S obzirom da je ocena optimalne frekvencije uzorkovanja tre¢a po
redu od ocena koje smo naveli, naglaSavamo da je i tre¢a po kvalitetu procene 1V. Navedenu ocenu oznaciéemo
sa: [Y,Y] 2" J nastavku rada objasni¢emo postupak za odredivanje optimalne frekvencije uzorkovanja.

Teorema 6.2 (Optimalna frekvencija proredenog uzorkovanja). Pretpostavimo da vazi uslov (6.8), uslovi iz leme
6.3, kao i da vaZi sledeca jednakost:max, i +es(ti +—1)=O(1/Ngparse). Tada, uz pretpostavku da je pocetna
koli¢ina uzoraka velika, odnosno da vazi: Ngar< N, dobija se izraz za optimalnu frekvenciju uzorkovanja:

() Ngaree = (E&?) g }ZH {OrA dtjg -(1+0,(D), dok Ec® 0. (6.19)
0

(i1) U slucaju ekvidistantnih opservacija:Atg=...=At, 1=At = T /Ngarse, za optimalnu frekvenciju se
dobija sledeci izraz:

. T } ‘d ’ (6.20)
n = ———=|o, at | . .
'Sparse 4(Egz)z 19t

Slucaj kada je stvarna koliCina uzoraka n manja od optimalne:n*sparse malo je verovatan,a posebno kada
se radi sa akcijama i deonicama sa kojima se na trZiStu trguje u velikim koli¢inama. U datom sluéaju se za
optimalnu vrednost uzima:n' qeree=n.

Napomena Na osnovu teoreme 6.2 i jednacine (6.19) moze da se izvede formalan zakijucak koji je oblika:
"Dozvoljeno je da se postupak uzorkovanja vrSi ¢eSce (na manjim frekvencijama), ako je vrednost Suma,
odnosno odstupanja zanemarijivo mala”.

Napomena Naglasimo da jednacina (6.19) moze da se Koristi i kao praktican postupak za izracunavanje
frekvencije Ngarse, jr se nepoznate velicine u datoj jednacini mogu jednostavno odrediti. Velicina E(£?) moze se
proceniti kada se primeni formula (6.11) na celokupnoj mrezi podataka G, dok se integral: o' 2H'(t)oi*dt moZe
proceniti metodama koje necemo navoditi u ovom radu.

Prema tome, ako neko insistira da za procenu parametra IV koristi metodu proredenog uzorkovanja, onda moze
da je primeni na dva nacina. Prvi naCin podrazumeva da se uzorkovanje obavlja na proizvoljno izabranoj manjoj
frekvenciji i tada se koristi estimator [Y,Y]*%9, dok drugi nacin podrazumeva da se koristi optimalna vrednost
frekvenicije Nyarse koja Se utvrduje postupkom optimizacije, $to znadi da se koristi estimator [, Y],
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6.2 Poduzorkovanje i usrednjavanje duz visestrukih podmreza
(spora vremenska skala - SVS)

Notacija viSestrukih mreza (definicije i pretpostavke)
Gres$ka zbirne ocene usled Suma mikrostrukture

Greska zbirne ocene usled efekta diskretizacije
Kombinacija dva izvora greSke

Optimalna frekvencija uzorkovanja na viSestrukim mrezama

VVVYYVY

U prethodnom poglavlju potvrdili smo empirijski utvrdenu €injenicu da postupak proredenog uzorkovanja
podataka moZe biti veoma koristan, $to je u suprotnosti sa osnovnim principom statistike, koji nalaze da podatke
ne treba odbacivati. Prema tome, trebalo bi da se konstruiSe novi postupak za procenu integrisane volatilnosti
koji bi iskoristio dobre osobine ocene (estimatora) proredenog uzorkovanja [Y,Y]****, ali bi za razliku od nje
koristio sve dostupne podatke iz polazne celokupne mreze: G={to,t1,...,t,} . Dalje, umesto da se proizvoljno ili
optimalno izabere poduzorak u odnosu na koji bi se formirala ocena [Y,Y]*™**, novi postupak zasniva se na
tome da se odabere odreden broj podmreza polazne mreze G, a zatim da se nade srednja vrednost ocena
izvedenih iz novodobijenih podmreZa. Navedenim postupkom se smanjuje varijacija date ocene. Na ovaj nacin
konstruisali smo ocenu koja ispunjava sve navedene uslove: koristi sve opservacione podatke i poseduje sve
korisne osobine poduzorkovanja. Novu ocenu nazivaéemo zbirnom ocenom, odnosno zbirnim estimatorom.

6.2.1 Notacija viSestrukih mreza (definicije i pretpostavke)

Definicija 6.6 (K-ta podmreza). Neka je na celokupnoj mrezi G={t,ts,...,t,} izvrSena particija na K disjunktnih
podmreza, u oznaci: G¥ k=1,..,K, tako da vazi sledeéi uslovi:

K
= g™, g®WngW=z k=l
k=1

Tada, k-tu podmrezu definiSemo kao skup oblika:
k
g ={te o b g tepiokr o b Ny kb

gde ny predstavija broj elemenata odgovarajuée podmreze G, odnosno n=1G®I, k=1,..,K, dok opservacione
tacke tisi by, o  *nazivamo redom pocetnim i posleanjim elementom podmreZe G,

Napomena U definiciji 6.6 opisali smo najprirodniji nacin da se izabere k-ta po redu podmreza G%, koji se
sastoji u tome, da se pocev od trenutka t,_, izabere svaka K-ta opservaciona tacka i tako sve do poslednjeg
elementa podmreze G®. Ovakav naéin dodeljivanja opservacionih tadaka polazne mreze G njenim podmrezama
G®nazivamo regularnom raspodelom (alokacijom) opsrevacionih tadaka mreze G njenim podmrezama. U
uopStenom slucaju, vrednosti n, ne moraju da budu jednake za razlicite vrednosti Kk, zbog ega se definiSe
njihova srednja vrednost:

Ai=1/K-Yen=n-K+1)/K.

64 Poslednji element podmreze g‘k’ je ujedno i najveéi element te podmreze, koji je manji ili jednak poslednjem elementu
celokupne mreze t,.
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Definicija 6.7 (Ocena usrednjavanja ili zbira ocena). Na osnovu definiciie 6.4 ocena na uzorkovanim
opservacionim tackama Y;, teG® 5, u oznaci [Y, Y]+, raduna se prema formuli:
k 2
tj,tj+€g(k) ) ]

Nova ocena predstavija srednju vrednost K ocena oblika: [Y,Y®, gde je k=1,..,K. Pri tome, svaka ocena
[Y,Y}:% zasebno se raduna na odgovarajuéoj k-toj podmreZi, koja je prethodno dobijena postupkom regularne
raspodele (alokacije) opservacionih tataka celokupne mreze. Nova ocena definiSe se slede¢im izrazom:

K
[v,v]®9 - % 3 [y, Pl (621)
k=1

Lema 6.6 (Asimptotske pretpostavke,uslovi kada n—oo).Pretpostavimo da je vrednost T fiksirana i da koristimo
samo opservacije iz intervala [0,T]. Shodno tome, u buduéim asimptotskim razmatranjima kada broj opservacija
na vremenskom intervalu [0, T] teZi beskonaénosti (n—w0), pretpostavljatemo da vaZze sledeéi uslovi:

(i) max At, — 0, 0dnosno max At, =0(1/n) 8 (6.22)
(ii) K/n—0 (6.23)
(iii) Opservacione tacke su regulamno raspodeljene (dodeljene) odgovaraju¢im podmrezama G®, odnosno

vazi:
GO =t 1t g ) (6.24)

6.2.2 Greska zbirne ocene usled Suma mikrostrukture: [Y,Y]:®? — [X,X};®9

U procesu odredivanje integrisane volatiinosti (X,X), odnosno kvadratne varijacije skrivenog procesa
X, kao medukorak razmotriéemo koliko dobro zbirna ocena [Y,Y}+®9 aproksimira zbirnu integrisanu volatilnost
datog skrivenog procesa X, koja se razmatra u diskretnoj vremenskoj skali i oznadava sa: [X,X};®%. Prema
tome, razmotricemo greSku nastalu usled Suma mikrostrukture, ali iskljuujuci efekat diskretizacije.

Teorema 6.3 (Uslovno oéekivanje i varijansa ocene [Y,Y};®9).
(i) lzraz za uslovno ocekivanje ocene [Y,Y]:®9 dobija se iz kombinacije jednagina (6.8) i (6.21) i glasi:

E([Y,Y](Tavg) I X, te [O,T]) =[x, x|+ 2nE(e). (6.25)

(i) S obzirom da su komponente $uma { &,teG®} nezavisne®’ za razligite vrednosti k, iz jednacine (6.9)
dobija se uslovna varijansa ocene [Y,Y}+*?, koja glasi:

Var ([Y,Y](Tavg) | X, te [O,T]) - %ZK:Var([Y,Y](Tk) | X,,te[0,T])
k=1

(6.26)
A 1
:4E E(€ )+OP(E).

65 Ovaj pojam je ekvivalentan realizovanoj volatilnosti (RV) na podmrezi G®.

8 Primetimo da je uslov (6.22) isto $to i uslov (6.7).

67 |z pretpostavke da su podmreze G® disjunktne za razlicite vrednosti k, sledi da se opservacijski trenuci u razlicitim
podmrezama t € G ne preklapaju, odakle sledi da su i komponente $uma iz razlicitih podmreza nezavisne.
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(iii) Ako se u datu varijansu urauna prvi sledeci ¢lan viseg reda, dobija se izraz:

ver ([Y’Y](Tavg) X te [O’T]) B 42 Be") +% ( oL X - zvar(SZ)) (6.27)
1 .
+OP(E)-

Napomena U poredenju sa ocenom realizovane volatilnosti koja koristi celokupnu mrezu G, zbirma ocena
IY,Y®9 donosi pobolj$anje u vidu smanjenja asimptotskih vrednosti odstupanja i varijanse, $to se vidi iz
jednacina (6.25) i (6.26). Drugim re¢ima, kada pustimo da n—co odstupanje u jednaCinama (6.25) i (6.26) je
manje nego u jednacinama (6.8) i (6.9), jer vazi nejednakost: fi<n. Prema tome zbirna ocena [Y,Y}®%je bolja
od ocene RV.

Teorema 6.4 (Uslovno asimptotsko ponasanje ocene [Y,Y+®9). Pretpostavimo da je X Itoov proces oblika
(6.1) i da su procesi X i Y povezani modelom (6.4). Dalje, pretpostavimo da su ispunjeni uslovi (6.5) i (6.6), kao i
da se za svaki indeks i, uzastopni vremenski trenuci t; i ti. 1, ne nalaze u istoj podmreZi. Uz dodatnu pretpostavku
da vaZi uslov (6.23), kada n—oo, sledi izraz za uslovno asimptotsko ponasanje ocene [Y, Y}

\/E( [Y,YIT? — (X, X). —2AE(s?)) i 2«/5(84 229 (6.28)
n

gde se podrazumeva da je konvergencija u raspodeli uslovna u odnosu na proces X i vazi da je slu€ajna veli¢ina
Ziuma™® standardna normalna slugajna promenljiva.

6.2.3 Greska zbirne ocene usled efekta diskretizacije: [X,X]®9 —(X,X);

Sledeéi korak u postupku odredivanja neprekidne integrisane volatilnosti (X,X)+ se sastoji u tome da se
razmotre posledice koje nastaju usled diskretizacije vremena. Drugim re€ima, treba da se odredi odstupanje
ocene [X,X]®? od integrisane volatilnosti (X,X)+ skrivenog procesa.Navedeni diskretizacioni efekat opisaéemo
procesom D+ i on se raéuna na sledeéi nacin:

o, =[x X[ (x.x),

~ 2 (DX - (x.0),)

gde je velicina data formulom: [X, X](Tk) = ) (X,

tity,eg® g <t

(6.29)

- X, )%.

i,+ i

Dalje, za kvadratnu varijaciju procesa D+, ako je Dt neprekidan u vremenu, koristi¢emo: [D,D]y . Ovaj
postupak daje najbolju aproksimaciju za varijansu procesa Dr.

Teorema 6.5 (Kvadratna varijacija procesa D+ ). Neka je X Itoov proces oblika (6.1), gde su oba koeficijenta
i o; skoro sigurno neprekidni i neka vazi da je koeficijent o, ograni¢en kada je izvan nulte vrednosti. Dalje, ako
pretpostavimo da vaze asimptotski uslovi (6.22), (6.23), (6.24), tada aproksimaciju kvadratne varijacije procesa
D+ dobijamo iz izraza:

TK K
[D. By === +0,(1), (6.30)

gdejen’ = h ofi‘ At; i ovu veliCinu nazivacemo diskretizacionom varijansom.
i
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U zasebnom slucaju, velicinu reda za proces Dy dobijamo iz sledeceg izraza: D; = O, (( K/ n)l/z). (6.31)

Na osnovu navedenog izraza (6.31) moze da se izraCuna formula koja minimizuje varijanse kako efekta
diskretizacije, tako i efekta nastalog zbog prisustva mikrostrukturnog Suma.

Teorema 6.6 (Asimptotski zakon raspodele procesa D-).Pretpostavimo da vaze uslovi iz teoreme 6.4 i da
promenljiva #, konvergira u verovatnoéi ka slu¢ajnoj promenljivoj #, odnosno #,"—#~ u verovantoci, pri ¢emu

sluajna promenljiva # predstavlja diskretizacionu varijansu. Uz dodatnu pretpostavku da vaZe uslovi o filatraciji
(6.7) dobijamo izraz:

L
DT/( K/n)j/z - nﬁzdiskretno' (6.32)

gde je Ziiswemo Standardna Gausova slucajna promenljiva, nezavisna je od procesa X.

Napomena Drugim recima, slucajna promenljiva Dy /(K/n)*%je asimptotski kombinovana normalna (mixed
normal) Gausova sluéajna promenljiva oblika " (0,°T).

6.24 Kombinacija dva izvora greSke

Kombincijom ¢lanova od kojih jedan nastaje kao posledica diskretizacione greske, a drugi ¢lan zbog
prisustva Suma opservacije, dobija se ukupna greSka procene.
Teorema 6.7 (Asimptotski zakon raspodele ukupne gre$ke, nastale zbog prisustva Suma i zbog diskretizacije).
Na osnovu teoreme 6.4 i teoreme 6.5 dobija se sledeci izraz:

[Y,Y](T""Vg) —(X,X); —2fE(s?) = £ 7,y +0,(D), (6.33)

gde je zqa asimptotski standardna Gausova slu¢ajna promenljiva, nezavisna od procesa X.
Varijansu dobijamo iz sledeceg izraza:

. 1
2= aYEEhy o+ TIpE . (6.34)
K A

%/_/ .
¢lan nastao usled Suma ~ ¢lan nastao zbog
diskretizacije
Napomena Posmatrajuéi jednacinu (6.33) mozemo da primetimo da ocena [Y,Y}®9i dalje sadrzi gresku,
odnosno sadrzi odstupanje od procenjivane velicine (X,X), koje iznosi 2RE<*.Barem, $to se asimptotskog
odstupanja tice [Y,Y}®® je sigumo bolja ocena (estimator) nego [Y,Y|\@" jer vazi slededi uslov: fi<n.
Primetimo,da kada za parametar K uzmemo vrednost: K=cn®3, obe komponente u izrazu za varijansu & (6.34)

bice podjednako zastupliene u grani¢noj vrednosti datog izraza, kada n—oo.U suprotnom jedna od njih ¢e
dominirati.
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6.2.5 Optimalna frekvencija uzorkovanja na visestrukim mrezama

Kao i u prethodnim postupcima i prilikom uzorkovanja na visestrukim mrezama, takode se proverava da
i je data vrednost Suma zanemarljivo mala, jer samo u tom sluCaju ima smisla traZiti optimalnu vrednost
frekvencije poduzorkovanja f. Datom optimalnom vredno$¢u frekvencije poduzrokovanja postize se balans
izmedu odstupanja 2iE&? i varijanse &, u jednaini (6.33).
Teorema 6.8 (Optimalna frekvencija uzorkovanja na viSestrukim mreZzama). Ako su ispunjeni uslovi koji se

podrazumevaju u modelu videstrukin mreza i ako je ispunjen uslov: Ee*—0, tada u sluéaju ekvidistantnih
opservacija dobijamo optimalnu frekvenciju uzorkovanja na viSestrukum mrezama iz sledeéeg izraza:

o T772 3 B T T, 3
] _(—S(Egz)zj _K—G(Egz)z J(;O't dtj . (6.39)

Napomena Prema tome, ukoliko za ocenu izaberemo zbimu ocenu [Y,Y}®9, tada éemo njen najbolji efekat
posti¢i kada za frekvenciju poduzorkovanja izaberemo ba$ vrednost optimalne frekvencije A* i to sa
ekvidistantnim vremenskim intervalima. Optimalnu frekvenciju dobijamo kada nadjemo vrednost i pri kojoj je
vrednost srednje kvadratne gresSke (MSE) minimalna, t. optimalnu frekvenciju dobijamo kao reSenje jednacine:
dMSE/0i=0.Prema tome, moguce je prilikom estimacije koristiti svih n opservacija, ako se izabere odgovarajuci
broj podmreza: K*= n/f*
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6. Odredivanje integrisane volatilnosti iz skupa finansijskih podataka

6.3 Najbolja ocena
(poduzorkovanje, usrednjavanje i korekcija odstupanja)

Najbolja ocena — objasnjenje
Ukupna greska najbolje ocene (posledica efekata Suma i diskretizacije)
Optimalna frekvencija uzorkovanja najbolje ocene

YV VYV

6.3.1 Najbolja ocena - objasnjenje

U prethodnom poglaviju, iz formule (6.33) zakljugili smo da zbirma ocena (estimator) [Y,Y}+®?, koja
procenjuje integrisanu volatilnost (X,X) i dalje sadrzi odstupanje 2AE&?. Dalje u radu, izvr$iéemo ispravke zbime
ocene tako $to ¢emo uraditi korekciju njenog odstupanja i na taj nacin dobiti novu pobolj$anu ocenu, koja se
naziva zbirna ocena sa korekcijom (zbirni estimator sa korekcijom), u oznaci (X,X) 1. Buduéi da je novodobijena
ocena po kvalitetu najbolja od svih pomenutih, nazivatemo je i ”Prvom ili najboljom ocenom (estimatorom)”.

Na slici 6.1. prikazan je postupak konstrukcije zbirne ocene sa korekcijom, ref [2]. Prvi korak u korekciji
odstupanja sastoji se u tome da se izraduna varijansa komponente $uma E<?, koja je definisana na celokupnoj
mrezi podataka (BVS)e. Ocenu varijanse Suma dobijamo iz ocene RV racunate na BVS, pomo¢u formule (6.11):

E&® = (1 2n)[Y, Y] @' (6.352)

Buduci da je vrednost varijanse Suma procenjena, sledeci korak u korekciji odstupanja jeste da se izraCuna
odstupanje zbirne ocene, koje se dobija iz izraza:

2AEs? .

Skup svih podataka:
Postupak uzorkovanja se obavlja na svaki sekund

Brza i .
vremenska NN N Racunaqcenul[astlmatnr}ﬁv
skala na gusto] skali podataka.

Proredeno uzorkovanje (na svakih 5 min)

Rafuna ocenu RV na
proredenoj skali podataka

Spora
vremenska
skala

Poduzorkovanie i nalaenje srednje vrednosti
svih estimatora (ocena) RV ratunatih na
formiranim proredenim skalama podataka

slika 6.1. Zbirna ocena sa korekcijom (najbolji estimator).Slika pokazuje konstrukciju najbolje ocene (estimatora),ref [2].

68U jednom od prethodnih poglavija radunali smo vrednost estimatora [Y,Y};®", koji operise sa podacima na celokupnoj
mrezi podataka. Prema tome i varijansa Suma se racuna na celokupnoj mrezi podataka.
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6. Odredivanje integrisane volatilnosti iz skupa finansijskih podataka

Lema 6.7 (Zbima ocena sa korekcijom /najbolja ocena). Zbirma ocena sa korekcijom dobija se kombinacijom
dve vremenske skale BVS i SVS. Skala BVS, odnosno all skala se sastoji iz svih opservacionih tataka, dok je
skala SVS, odnosno avg skala predstavnik svih podmreza dobijenih iz all skale. Zbirnu ocenu sa korekcijom
dobijamo iz sledeceg izraza:

(X x), = [v,y]* —2 [v,v]& (6.36)
spora vremenska skala brza vremenska skala

Dokaz :

Nova zbima ocena dobija se kada se izvr$i korekcija odstupanja estimatora [Y,Y}:®9, tako $to se greska koja se
javlia zbog Suma, koju ocenjujemo formulom (6.35a) oduzme od obi¢nog zbirnog estimatora:

- 1
Y, Y]®9 _2REs? ~[Y, Y™ — 2RE2 = [Y,Y] ™ —2ﬁ2—[Y,Y]<$”’ :
n

6.3.2 Ukupna greska najbolje ocene (posledica efekata Suma i diskretizacije)

Kao i obina zbirna ocena, tako i zbirna ocena sa korekcijom (najbolja ocenalestimator) sadrzi obe
greske. Pri ¢emu gresku nastalu kao posledica Suma mikrostrukture dobijamo iz izraza: (X,X) t— [X,X]T(a"g), dok

diskretizacionu gresku dobijamo iz: D=[X,X}+@9—(X,X).. Prema tome, ukupna greka nove ocene raduna se
kao zbir navedenih greSaka, odnosno ukupnu gresku dobijamo iz:

(X, XY, =(x, x). =(<x,x>T -[X, X]$Vg))+([X,X](TaV9) —<x,x>t). (6.37)

greskausled suma diskretizaciona greska

|z formule (6.37) za ukupnu gresku moZze se odrediti optimalni broj podmreza zbirne ocene, u oznaci Koy, tako
da ukupna greSka bude minimalna. Dati postupak je objadnjen u teoremi 6.9 pod brojem (iv).

Teorema 6.9 (Asimptotsko ponasanje greSaka najbolje ocene). Pod pretpostavkom da vaze uslovi teoreme 6.4,
za najbolju ocenu vaze sledece stavke:

(i) Asimptotski zakon raspodele za greSku nastalu zbog pojave Suma, dobija se iz formule:
K V2 (avg)
— | (X, X)=| X, X )
( n j (< > [ ]T

y2 _
=(5j -([Y,Y](T""Vg)—[x,x](Ta"g)—2ﬁE(52)) - 2(kn)?-(E£-E£)  (639)

n

c
— N(0,8(E&?)?),
gde se podrazumeva da je konvergencija u raspodeli uslovna u odnosu na proces X.

(i) Asimptotski zakon raspodele za diskretizacionu greSku ostaje isti kao i kod obi¢ne zbirne ocene. Prema
tome, za diskretizacionu greSku dobijamo sledeci izraz:

D, =0,((K/n)"*)~ 0, (R ¥2)s,

89 S obzirom, da se vrednost optimalne frekvencije poduzorkovanja zbirnog estimatora, u oznaci i, dobija iz uslova:
fi=n/(K-1),sledi da za veliko n, data vrednost moze da se aproksimira izrazom: fi=n/K, n—-+co.
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6. Odredivanje integrisane volatilnosti iz skupa finansijskih podataka

(iii) Ako se kombinuju greSke iz stavki (i) i (ii) i iskoristi formula (6.37), za ukupnu greSku najbolje ocene
dobija se izraz:

. 2
<x,x>T—<x,x>T=op(Ej +0, (). (6.39)

(iv) Optimalni broj podmreza, u oznaci Ky, dobija se minimizaranjem ukupne greske, izraz (6.39),
odnosno izjedna¢avanjem ¢lanova sa desne strane u izrazu (6.39). Tada, za optimalnu vrednost
konstante K dobijamo:

Kop = O(N?). (6.40)
U datom optimalnom sluaju, sledi da ¢e desna strana jednacine (6.39) biti reda Oy(n™°).

Teorema 6.10 (Asimptotski zakon raspodele ukupne greske ako je Kqu=cn®®). Pretpostavimo da je X ltoov

proces oblika (6.1), zatim da su procesi X i Y vezani modelom (6.4) i da su ispunjeni uslovi teoreme 6.5.

Pretpostavimo dalje da su ispunjeni uslovi (6.5), zatim da je E<®<o, kao i da smo za optimalnu vrednost koraka

uzorkovanja uzeli vrednost; Koptzan’S.Tada vazi;

nl/ﬁ-(<x,x>T —<X,X>T)—> N (0, 8¢ 2(E&?)?) + T N(0,0)
(6.41)
- (8 2B +en’T) N (0D
Pri Eemu je konvergencija stabilna u raspodeli.

Napomena Na osnovu teoreme 6.9 zakljuGujemo da izborom optimalne vrednosti koraka uzorkovanja prema
izrazu (6.40) maksimalno smanjujemo i ukupnu gre$ku najbolje ocene (6.39) i ukupnu gresku zbirne ocene. To
postizemo medusobnim poni$tavanjem uticaja diskretizacione greske i greske nastale usled Suma, stavka (iv).
Pri tome, napominjemo da data formula za optimalnu vrednost koraka uzorkovanja nije potouno odredena zbog
konstante ¢, koja moZe da ima proizvoljnu vrednost. Prema tome, iz teoreme 6.10, moZemo da zaklju¢imo da
asimptotska ukupna greSka najbolje ocene (6.41), moze jo§ da se smanji i to korekcijom ¢lana asimptotske
varijanse:(8¢*(Es %)*+cn *T)"2.Time smo potpuno odredili vrednost optimalnog koraka uzorkovanja Koy
najbolje ocene.

6.3.3 Optimalni korak uzorkovanja najbolje ocene

Kada se za broj podmreza izabere ba$ optimalna vrednost Komzcn%, ukupna greSka najbolje ocene
bice minimalna i njena raspodela tada dobija sledeci oblik:

- L 1
(X, X), = <x,x>T+W'[

T

1
2

8 22 4T .
AR c?go—t dt 12- 7.  (642)

— —
¢lan nastao usled Suma ¢lan nastao zbog
diskretizacije

ukupna varijansa

Prethodno smo napomenuli da odgovarajuéim izborom konstante c, u datom izrazu (6.42) moze jos viSe
da se smanji uticaj ukupne varijanse, kao i da se optimalni broj podmreza Ko preciznije odredi. Datu konstantu
oznacitemo sa Cqy. Prema tome, najbolja ocena pored toga Sto nema nikakva odstupanja zbog Suma ima i
znatno bolju asimptotsku ukupnu varijansu.

70 Ukupna greska se drugacije naziva asimptotska ukupna varijansa.
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6. Odredivanje integrisane volatilnosti iz skupa finansijskih podataka

Teorema 6.11 (Optimalna frekvencija uzorkovanja).Optimalna vrednost konsante ¢ dobija se minimiziranjem
ocekivane asimptotske varijanse iz izraza (6.41), odnosno iz izraza (6.42) i data je formulom:

1
16(E£?)? )3
Copt = (T—nz (6.43)
U slu¢aju ekvidistantnih opservacija optimainu konsantu ¢ dobijamo iz izraza:
Tt "
c.=|—[a*dt| . 6.44
‘opt 12(E82)2 .I(; t ( )

Napomena Optimalna vrednost ¢, moZe kompletno da se proceni na osnovu podataka iz proslosti’ i to
koristeéi ocenu §uma (6.35a) i ocenu varijanse #°.Veli¢ina #? moze da se uzme da je nezavisna od broja
podmreZa K ukoliko je izvrSena regularna raspodela (alokacija) opsrevacionih tacaka podmrezama, Sto znaci da
na osnovu podataka iz pro$losti moZe da se izracuna i konstanta c i broj podmreZa K.

Teorema 6.12 (Uslovna varijansa ocene (X, X) 1 u odnosu na proces X).
(i) Ako se za broj podmreZa izabere vrednost K=cn?? tada se uslovna varijansa najbolje ocene kada je
proces X poznat, dobija iz sledece formule:

Var ((x,x)T | X, te [O,T]) _ Y32 (Eg?)?
L2 3c1( 8[x, X |*9) . E(s?) - var (52)) (6.45)

+0,(n??).

(i) Rezultati simulacije predlazu da u slu¢aju kada se radi sa malim brojem uzoraka mora da se uzme u
obzir i korekcija. Tada se varijansa najbolje ocene najbolje ocenjuje slede¢om formulom:

24 30‘1( 8[x, x| .E(:?) - 2var (52)). (6.46)

Napominjemo da veli¢ina [X,X]T(avg) korekcionog €lana u izrazu (6.46) moZe se proceniti veli¢inom (X,X) 1, dok
se ¢lan Var (&%) ocenjuje slede¢om ocenom:

Var (¢2) = 2—1HZ(AYti ) A€ (6.47)

Napomena Napominjemo da je najbolja ocena za razliku od prethodnih ocena pravilno centrirana, $to znaci
da opisuje posmatranu veli¢inu bez ikakvih odstupanja.

Napomena Ako se pretpostavi da je Sum prisutan na trzistu, tada je najbolja moguca asimptotska brzina
konvergencije koja se moZe postici reda Op(n’”“), dok asimptotska brzina konvergencije najbolje ocene iznosi
n%, $to se vidi iz izraza (6.42). Medutim i malo gora brzina konvergencije je bolja nego da ocena ima velika
odstupanja. Zato se preporucuje da se koriste svi dostupni podaci na trzistu, jer ako ocena nema odstupanja
onda nema ni ogrenicenja koliko Cesto treba da se vrsi uzorkovanje. Prema tome, vrednost n moZe da bude
proizvoljno veliki broj.

™ Gde se pod proSloSéu podrazumevaju podaci u periodu pre po¢etnog trenutka f=0.
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7. Simulacija

Buduéi da smo u 3estom poglaviju opisali pet razliitih pristupa reSavanju problema uticaja
mikrostrukturnog Suma na realizovanu volatilnost (RV), odnosno izlozili smo pet razliéitih nacina
konstrukcije ocena (estimatora) integrisane volatilnosti, u ovom poglavliju bavicemo se realizacijom navedenih
ocena kroz kompjuterske simulacije, kao i proverom njihovih rezultata. Radi poredenja rezultata izvrSicemo
simulaciju sa istim parametrima kao i u radu [1]. Na kraju ¢emo izloZiti rezultate datih simulacija i uporediti
dobijene rezultate sa rezultatima koji su predvideni navedenom asimptotskom teorijom.

7.1 Postupak simulacije

Za generisanje podataka koje ¢emo koristiti u simulaciji posluziéemo se Hestonovim stohastickim
modelom volatilnosti [8], koji glasi:

dX, =(u—-V,/2)dt+0,dB,,
dv, = k(e —v)dt+ 7 vV 2w, (7.1)
dB,dw = pdt.

Procesi ;i X; redom predstavljaju procese volatilnosti i cene, pri emu vazi: vi=c’, dok B, i W, predstavljaju
korelisane procese Braunovog kretanja sa koeficijentom korelacije p. Pretpostavicemo, da su parametri modela
w,ka,y i p konstantni, kao i da je ispunjen Felerov uslov: 2ka > y?2.

Za simulaciju Hestonove SDJ koristicemo Ojlerovu Semu u vremenskim razmacima od 1/4 sekunde,
odnosno At=1/4 sec, dok ¢emo pocetno uzorkovanje obaviti u vremenskim razmacima od jedne sekunde, At=1
sec. Prema tome vremenski interval na kojem se generiSe Hestonov proces cena je Cetiri puta manji od intervala
na kojem se obavlja najfinije uzorkovanje na berzi. Za skup vrednosti parametara date SDJ koristiéemo njihove
standardne vrednosti koje su uobi¢ajene za akcije. Prema tome, koristiéemo sledeci skup vrednosti parametara:
1= 0.05,k=5,a=0.04,y= 0.5 i p=—0.5.Dalje, za komponente mikrostrukturnog Suma ¢ pretpostavi¢emo da imaju
Gausovu raspodelu sa malom vredno3éu varijanse, odnosno da je standardna devijacija Suma (E<%)¥?=0.0005,
§to iznosi 0.05% vrednosti cene posmatrane aktive. Na slikama 7.1, 7.2, 7.3 prikazani su redom proces
Gausovskog belog Suma, proces volatilnosti i proces cena u Hestonovom modelu (7.1).
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Slika 7.2. Grafik trajektorije procesa volatilnosti Hestonovog modela u zavisnosti od vremena.
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Slika 7.3. Grafik trajektorije procesa kretanja cena prema Hestonovom modelu kada se ukljuci Sum trzista.

Postupak simulacije sastoji se u generisanju odredenog broja trajektorija (npr. M=100) Hestonovog
procesa cena, koji e predstavljati tzv. skriveni proces. Na svakoj trajektoriji ocenjuje se parametar neprekidne
integrisane volatilnosti (X,X)+ u periodu od jednog dana (T =1dan) i pri tome se podrazumeva da su vremenski
parametri predstavljeni na godisnjem nivou: T=1/252.Takode,se podrazumeva da se u toku dana slobodno trguje
i to u vremenskom periodu od 6.5 h, kao i da godina ima 265 radnih dana. Ocenu integrisane volatilnosti
raéunaéemo pomocu pet navedenih ocena: [Y,Y}r@", [Y, Y[, [Y, Y] o) Ty Y] @9 % Xy 9.

Dakle, postupak simulacije se sastoji u tome da se na osnovu generisane Hestonove trajektorije, koja
predstavlja skriveni proces, odredi stvami parametar integrisane volatilnosti koriste¢i se formulom (6.3). Dobijeni,
stvarni parametar integrisane volatilnosti iskoristicemo za procenu odstupanja svih pet ocena (estimatora)
integrisane volatilnosti. Budu¢i da se generiSe M=100 Hestonovih trajektorija, dobice se po 100 vrednosti
odstupanja i to za svaku ocenu posebno. Zatim se izracunava ocekivano odstupanje tih ocena. U tabelama 7.1. i
7.2. prikazano je navedeno oCekivano odstupanje za svaku ocenu posebno.OCekivano odstupanje navedenih
ocena, odnosno estimatora ra¢una se prema sledecoj formuli:

E[ocena—(X,X);].

Relativna vrednost odstupanja se odnosi na procentualni iznos odstupanja, i dobija se iz sledece formule:
ocena—(X,X);

(X, X)r
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Napominjemo da su u ovom radu predloZzena malo izmenjena reSenja za prvu, drugu i treéu ocenu u
odnosu na rad [1] i to tako da se ne koriste ponudene formule za izraunavanje optimalne vrednosti n i K
(formule 6.20, 6.35, 6.44), ve da se navedene optimalne vrednosti odreduju programski.

Prema tome, rezime postupka za izraunavanje ocena, odnosno estimatora u ovom radu je slededi.
Petu i Eetvrtu ocenu (estimator) ratunamo isto kao $to je predlozeno u radu [1]. Peta ocena raduna se kao ocena
RV na uzorkovanoj vremenskoj skali koja se sastoji iz 23 400 podataka, odnosno na skali koju smo u radu
nazivali i celokupna vremenska skala (BVS). Za raCunanje Cetvrte ocene koristiemo postupak proredenog
uzorkovanja sa frekvencijom uzorkovanja od 5 min, odnosno uzorkovanje ¢emo obavljati na svakih 5 min. Tre¢a
ocena, kao §to je ve¢ napomenuto, koristi postupak proredenog uzorkovanja sa optimalnom frekvencijom, koja
se odreduje odgovarajuéim programom. Prva i druga ocena se raCunaju postupkom poduzorkovanja celokupne
vremenske skale, a zatim usrednjavanjem ocena dobijenih iz datih podmreza i to prema formulama 6.21, 6.36, s
tim $to se od prve ocene dodatno oduzima ocenjena varijansa Suma. Takode se i za ove dve ocene, optimalne
vrednosti koraka Ko odreduju programom koji predlazemo u ovom radu. Svi navedeni programi izlozeni su u
prilogu B.

U ovom radu predloZena su dva nacina optimizacije. Prvi nacin je elementarna programska provera
vrednosti prve, druge i trece ocene za sve logi¢ne vrednosti parametra n, odnosno parametra K. Nakon
navedene provere nalazi se minimalna vrednost odstupanja za svaku od tri ocene, $to je ujedno i njihova
optimalna vrednost. Rezultati koji se dobijaju ovim naéinom prikazani su u tabeli 7.1., gde se jasno vidi
poboljSanje kvaliteta poCev od pete ocene i zakljuCuju¢i sa prvom. S obzirom na to da se na ovaj nacin
proveravaju vrednosti ocena za sve moguce vrednosti parametra n i K, zakljuCujemo da je ova metoda i
najtacnija i najpouzdanija. Naravno, postoji mana ovakvog nacina pronalazenja minimuma, a to je da izuzetno
dugo traje. Ovo nam dodatno usporava program, buduéi da i sam postupak izraunavanja oCekivane vrednosti
odstupanja dugo traje. Zato nudimo drugo reSenje koje predstavlja heuristiku gornjeg problema i samim tim
znatno pospesuje brzinu rada ponudenog programa. Rezultati dobijeni ovim naginom prikazani su u tabeli 7.2. i
mozemo primetiti da su oni odli¢ni za prvu ocenu, dok za drugu i tre€u ocenu nisu zadovoljavajuéi. Razlog tome
jeste §to su vrednosti odstupanja prve i druge ocene relativno bliske, kako prilikom koriséenja prvog, prilicno
pouzdanog programa za optimizaciju, tako i u rezultatima dobijenim u radu [1]. Samim tim, koriS¢enjem
predlozene heuristike se razlike u rezultatima za prvu i drugu ocenu jo$ viSe smanjuju, pa se ne moze jasno
odrediti koja je od tih ocena bolja. Prema tome, iz navedenih rezultata ne moze sa sigurnoScu zakljuciti Sta je
bolje koristiti, drugu ili treéu ocenu. U ovom radu, zato predlazemo da se navedena heuristika koristi isklju€ivo pri
izracunavanju prve ocene, odnosno najbolje ocene.
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7.2 Rezultati simulacije

U tabelama 7.1. i 7.2. prikazani su rezultati simulacije za svih pet ocena integrisane volatilnosti. S tim
§to su u prvoj tabeli prikazani rezultati za prvi opisani nacin optimizacije, dok su u drugoj tabeli prikazani rezultati
za drugi opisani nacin optimizacije. Ovde napominjemo jo$ jednu dobru osobinu programa koji je, u ovom radu
predloZen za izraCunavanje optimalne vrednosti parametara ni K. To je da se i prvi i drugi nacin realizuju istim
programom, ali za razli€ite vrednosti parametara u tom programu. Navedeni parametri su u programu obeleZeni
oznakama X, X2, X3, D i ispod svake tabele ispisane su vrednosti parametara za koje su dobijeni rezultati u

tabeli.

Uz svaku veli¢inu u koloni stoji naznaka “za mali uzorak”, koja se odnosi na prose¢nu vrednost date
veli¢ine duz svih M generisanih trajektorija, odnosno navedeni naziv se odnosi na malu koli€inu uzorka koju

izdvajamo.
Peti estimator Cetvrti estimator | Tredi estimator Drugi estimator | Najbolji estimator
[Y.Y] Srall) [YY] g_sparse) [V.Y] (Tsparse,o pt) [YY] Sl'avg) miad i
Odstupanje 11709 x 10-2 | 3.9281 x 10-5> | 1.1619x 10-6 5.0851 x 107 | 8.3913 x10-8
(za mali uzorak)
Varijansa 1.3123x10-4 1.0406 x 10-5 | 1.8023 x10-6 1.5985%x10-6 2.7555x10-7
(za mali uzorak)
Relativno 738.35 2.4504 3.2469 x 102 3.3243 x 102 | -3.5613 x 10-3
odstupanje
(za mali uzorak)

Tabela 7.1. Rezultati simulacije za svih pet ocena, kada se koristi prvi predioZeni nain za optimizaciju parametara ni K;
Koriceni parametri u programu: K=100;X=2:7800; X2=2:7800; X3=10:11700; D=floor(N. / X3).

Peti estimator Cetvrti estimator | Tredi estimator Drugi estimator | Najbolji estimator
[Y,Y_l Srall) [Y,Y_l g_sparse) [YY_l (Tsparse,o pt) [Y,Y_l Sl'avg) miad i)
Odstupanje 1.1705x10-2 | 3.5580 x 10-5 | 7.0307 x 107 11836 x 10-6 | 53117 x 10-8
(za mali uzorak)
Varijansa 12676 x 10-4 | 9.2826 x 10-¢ | 8.4088 x 107 2.4089 x 10-¢ | 1.4911 x 107
(za mali uzorak)
Relativno 709.47 2.1943 9.3347 x 103 53349 x 102 | -1.0108 x 10-3
odstupanje
(za mali uzorak)

Tabela 7.2. Rezultati simulacije za svih pet ocena, kada se Koristi drugi nacin za optimizaciju parametara n i K;

Korisceni parametri u programu: K=100; S=Steps(N),X=S(2:end-2); X2=X; D=X.
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U nastavku izdvajamo slike 7.4., 7.5., 7.6., 7.7 i 7.8. Navedene slike prikazaju koliko dobro date ocene
procenjuju integrisanu volatilnost (IV) duz svih M=100 generisanih putanja. Na svakoj slici posebno, crvenom
bojom prikazane su vrednosti odgovarajuce ocene, dok su plavom bojom prikazane vrednosti stvarne IV. Na
osnovu ovih grafika mogu vizuelno da se uporede stvarne vrednosti IV i njihove ocene, koje ih procenjuju na
svim putanjama. MoZemo primetiti kako opada kvalitet procene pocev od prve i zakljuéno sa petom ocenom, s
tim to se odstupanje Cetvrte i pete ocene od stvarne vrednosti IV direktno uoCava na grafiku. Na grafiku 7.8,
mozemo primetiti da peta ocena uopste ne procenjuje stvarnu vrednost IV, kao $to je to i izvedeno u poglaviju 6.

w10 Int*olatilnosti | Procene 1 (creno)
aa1

25

|:|5 1 1 1 | 1 1 1 1 1 |
1] 10 20 30 40 a0 &0 70 alll a0 100

Slika 7.4. Odstupanje prve ocene od IV. Grafik prikazuje odstupanje prve ocene od stvarne vrednosti IV na svih M=100
generisanih Hestonovih putanja. Na y-osi, crvenom bojom prikazane su vrednosti prve ocene,dok su plavom bojom
prikazane stvarne vrednosti IV.Primetimo da se vrednosti skoro poklapaju.
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w0 Int*olatilnosti | Procene 2 (creeno)

2454

14r

DS 1 1 | 1 | 1 1 1 1 1
1] 10 20 30 40 50 &0 70 Gl a0 100

Slika 7.5. Odstupanje druge ocene od IV. Grafik prikazuje odstupanje druge ocene IV od stvarne vrednosti IV na svih M=100
generisanih Hestonovih putanja. Na y-osi, crvenom bojom prikazane su vrednosti druge ocene,a plavom bojom prikazane su
stvarne vrednosti IV.Primetimo da se vrednosti manje poklapaju.

w0 Int%alatiinosti , Pracene 3 (crvena)

25+

14r

DS 1 | 1 | 1 | 1 1 1 1
1] 10 20 30 40 a0 60 70 ] a0 100

Slika 7.6. Odstupanje trece ocene od IV. Grafik prikazuje odstupanje trece ocene od stvarne vrednosti IV na svih M=100
generisanih Hestonovih putanja. Primetimo da se vrednosti vidno manje poklapaju nego kod druge i prve ocene. Sto znadi
da prva i druga ocena bolje procenjuju IV kada je prisutan Sum.
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Slika 7.7. Odstupanje Cetvrte ocene od IV. Grafik prikazuje odstupanje ¢etvrte ocene od stvarne vrednosti IV na svih M=100
generisanih Hestonovih putanja. Primetimo da se vrednosti ne poklapaju uop$te.
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Slika 7.8. Odstupanje pete ocene od IV. Grafik prikazuje odstupanje pete ocene od stvarne vrednosti IV na M=100
Hestonovih putanja. Primetimo da peta ocena najgore procenjuje IV u odnosu na sve navedene ocene.
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Na sledecoj slici prikazane su prva i druga ocena, tako da su obe reda veli¢ine 10,

vt Estimator 1 | 2

09k
08r
0.7+
06
05+

0.4r

03

1000 2000 3000 4000 5000 (OO0 7000

Slika 7.9. Poredenje prve i druge ocene. Na ovoj slici prikazani su Grafici prve i druge ocene, pri ¢emu je prva ocena
prikazana crvenom bojom, a druga plavom bojom. Crna zvedica predstavija stvarnu vrednost IV. MoZe se primetiti sa grafika
da je prva ocena stabilnija od druge.
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7.3 Zakljucak

Sto se praktidnog dela i primene tige, ovaj rad predoava doprinos ideje, izlozene u radu [1] da se u
standardan model za kretanje cena na trzistu ukljuci aditivni statisticki Sum, odnosno mikrostrukturni Sum trzista.
Ukoliko se navedeni Sum ne ukljuci u model, u radu [1] je pokazano da standardna ocena integrisane volatilnosti,
tzv. realizovana volatilnost (RV) prilikom procene podataka sa visokom frekvencijom viSe procenjuje amplitudu
Suma od stvarne integrisane volatilnosti, videti sliku 7.8. U radu je takode pokazano i kako kvantitativno izmeriti
vrednost mikrostrukturnog $uma (pomoéu ocene [Y,Y}r @) i kako tu vrednost kasnije primeniti u daljim
procenama.

Napomenuli smo u Sestom poglavlju da je prilikom rada sa podacima visoke frekvencije, u praksi ve¢
ustaljena metoda proredenog uzorkovanja, odnosno odbacivanja velikog broja dostupnih podataka. U radu smo
pokazali da je opravdano i da ima statistiCkog smisla koristiti takvu ocenu parametra, iako uobiCajeni statisticki
principi ne nalazu odbacivanje podataka. Prilikom toga naglaSavamo da u slu¢aju kada je amplituda Suma
zanemarljiva u odnosu na broj poduzoraka, na osnovu leme 6.3 ima smisla Kkoristiti navedenu metodu
proredenog uzorkovanja, slika 7.7. U tom slu¢aju, u radu se predlaze i kako optimizovati frekvenciju uzorkovanja,
ukoliko se za ocenu integrisane volatilnosti izabere navedeni postupak, pogledati sliku 7.6. Iz datih slika moze se
primetiti da ocena sa optimizovanom frekvencijom uzorkovanja bolja od ocene sa proizvoljnom.

lako je u radu [1] pokazano da je statistiCki opravdano koristiti metod proredenog uzorkovanja za ocenu
integrisane volatilnosti, ovde ipak predlazemo pouzdaniji metod raspodele dostupnih podataka ili opservacija na
viSestruke podmreze, tzv. zbimu ocenu (zbirni estimator), slika 7.5. Takode je utvrdeno da se najbolji rezultati
dobijaju kombinovanjem klasi¢ne realizovane volatilnosti (brza vremenska skala - BVS) i nove zbirne ocene
(spora vremenska skala - SVS), ali tako da se eliminide odstupanje zbire ocene. Prema tome,”najbolja ocena”
nema odstupanje za razliku od prethodnih ocena, $to mozZe da se vidi i na slici 7.4. Imajuéi u vidu sve €injenice,
vazna poruka koja proizilazi iz ovog rada je sledeéa:

Bez obzira koji model izaberemo za skriveni proces i bez obzira na tip podataka koje koristimo prilikom procene,
uvek je bolje da se za ocenu integrisane volatilnosti koristi metod visestrukih podmreza, odnosno zbirni estimator
nego metod proredenog uzorkovanja.

U ovom radu saZeta su najpoznatija dosadasnja saznanja i osnovne ideje vodilje efikasnog modeliranja
finansijskog trziSta, koje nas upucuju od osnovnog pojma slu€ajnog procesa do slozene konstrukcije trzista. Ovaj
rad predstavlja spoj teorijskog i prakticnog, jer na kraju predoCava slozenost postupaka koris¢enih u praksi za
predvidanje kretanja cena finansijskih instrumenata. Takode, predlaze drugaciji nacin optimizacije ocena
integrisane volatilnosti u odnosu na rad [1], kao i heuristiku koja znatno ubrzava odredivanje optimalnih vrednosti
parametara koji su neophodni za izraunavanje navedenih ocena.
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Uovom poglavlju ukratko ¢emo navesti i delom objasniti osnovne matematiCke pojmove, koji su
neophodni za bolje razumevanje ovog rada, a nisu direktno vezani za temu slu€ajnih procesa,
stohastickih integrala, stohastickih diferencijalnih jednacina, kao i finansijske matematike i njene primene u
direktnim izraCunavanjima odredenih parametara u praksi. Prema tome, onaj ko je zainteresovan za detaljnije
izuCavanje ove teme, moze da pogleda redom sledeée reference: [13] i [16] kao uvod u teoriju verovatnoce i
njeno aksiomatsko zasnivanje; zatim [11] i [22] kao uvod u teoriju sluajnih procesa; reference [17] i [21] kao
uvod u teoriju mere, ali sa osvrtom na prostor verovatnoce; reference [9], [15] i [18] za detaljniji matematicki opis
sluajnih procesa; i na kraju reference [19] i [20], koje se odnose na primenu teorije sluajnih procesa u
finansijskoj matematici.

8.1 Pojmovi iz verovatnoce

Definicija 8.1 (Merljiv prostor). Neka je S proizvoljan neprazan skup i neka je F o-polje (algebra) formirano iz
podskupova skupa S Uredeni par (SF) naziva se merljivim prostorom, dok se njegovi elementi nazivaju
merljivim skupovima. Ukoliko je skup Sjednak prostoru ishoda slu€ajnog eksperimenta: S=Q, onda se uredeni
par (Q,F) naziva merljivim prostorom slu¢ajnih dogadaja.
Teorema 8.1 (Borel-Kantelijeva lema).
(i) Ako je {A.} proizvoljan niz dogadaja u nekom prostoru i ako vazi nejednakost: Yn-o P{ A} <t+oo, tada
vazi sledeci izraz:

P(limsup{ A}) = P(N U A) =0.

n— o n=1k=n

Drugim re€ima, ako je suma verovatno¢a niza dogadaja { A} konacna, tada je verovatnoca da ¢e se
desiti beskonaéno mnogo takvih dogadaja { A} jednaka nuli.

(i) Ako je { A} proizvoljan niz nezavisnih dogadaja i ako vazi: ¥.,-o " P{ A.} =+, tada vazi jednakost:

Plimsup{A}) = P(N U A) =1.

n—oo n=1lk=n
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Teorema 8.2 (Dogadaj generisan slucajnom promenljivom). Neka je X slu¢ajna promenljiva definisana na
prostoru verovatnoéa (Q,F,P), tada vaZi da je familija o(X)={ X *(B): BeB} o—polje, koje nazivamo o—polje
generisano slu¢ajnom promenljivom X i za njega vazi: 6(X)cF.

Definicija 8.2 (G-merljivost). Neka je X slucajna promenljiva definisana na nepraznom prostoru Q i neka je G
proizvoljno o-polje podskupova Q. Ako je svaki skup iz o-polja generisanog slu¢ajnom promenljivom X takode i
u o-polju G, odnosno ako vazi o(X)Cg, tada kaZemo da je slucajna promenljiva X, G-merijiva.

Primer 8.1

Kao primer merljive veli¢ine navodimo proces koji opisuje trenutnu vrednost portfolia A(t) i koji se menja u
vremenu. Porfolio je trenutna imovinska vrednost kojom investitor raspolaze na berzi. Portfolio zavisi od kretanja
cena akcija, obveznica i robe na berzi, jer u odnosu na te cene investitor odluuje kako ¢e dalje ulagati sredstva.
Matematicki reeno portfolio je Fy-merljiv proces, tj. portfolio zavisi jedino od informacije koja je dostupna
investitoru u datom trenutku t.

Napomena Za G-merijivu slucajnu promenljivu X, informacija u o-polju G je dovoljna da se utvrdi vrednost
promenljive X. Za G-merljivu slu¢ajnu promenljivu X i Borel-merljivu funkciju f vaZi da je f(W) takode G-merijiva
funkcija.Za G-merljive slucajne promenljive X i Y i Borel-merijivu funkciju f vaZi da je f (X,Y) takode G-merljiva
funkcija. Odavde sledi da su i funkcije X+Y i X-Y G-merljive funkcije.

8.2 Kvadratna varijacija i kovarijacija realne funkcije

Da bi se objasnio pojam kvadratne varijacije neophodno je navesti nekoliko osnovnih definicija.
Konacan, ureden skup vremenskih trenutaka: { 0=ty < t; <...< t, =t} naziva se particija intervala [0,t] i oznaCava
se sa . Najvece rastojanje izmedu svih mogucih uzastopnih vremenskih trenutaka, koji su elementi particije ,
naziva se norma podele i oznaCava se sa [lll=max,<; <n(ti — ti_1), pogledati referencu [9].

Definicija 8.3 (Varijacija funkcije).Ako je g funkcija realne promenljive, tada varijaciju funkcije g duz intervala
[a,b] definiSemo izrazom:

n
Vo(abl) = jim >|o-a(t",) (8.1)
|7, ~0 i=1
Pri ¢emu se limes uzima duz niza particija, gde za svako fiksirano n, niz {a=to" < t," < ...< t," =b} predstavija
particiju intervala [0,t] sa normom podele [|7zll,, =max;<; < n(t"— ti1").

Definicija 8.4 (Funkcija ogranicene varijacije). Ako vazi da je grani¢na vrednost (8.1) konacna, odnosno ako
vazi: Vy([a,b]) <+oo za svako t, tada funkciju g nazivamo funkcijom ogranicene varijacije na intervalu [a,b].

Napomena Ako je g funkcija promenljive t > O, tada je i varijacija funkcije g takode funkcija promenljive t,
odnosno vazi: Vy([0,t])=V,(t). Pri tome, vaZi da je V(t) rastuca funkcija po promenljivoj t.
Ako je funkcija f ogranic¢ene varijacije onda je ona diferencijabilna skoro svuda.
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Definicija 8.5 (Kvadratna varijacija funkcije). Ako je g funkcija realne promenljive, tada se kvadratna varijacija
funkcije g duz intervala [0,t] definiSe kao graniéna vrednost (ako postoji) sledeéeg izraza:

[Gl) = jim 2 (9t")-9(t")?, (8.2)
|17, —0i=1
gde se limes uzima duz particija {t;"} sa normom podele: lIxtll, =max,<; < o(ti"— ti_1")72.
Definicija 8.6 (Kvadratna kovarijacija funkcije). Kvadratna kovarijacija ili samo kovarijacija funkcija f i g na

intervalu [0,t] definiSe se kao grani¢na vrednost (ako postoji) sledeéeg izraza:
n-1

[f,010) = jim 2 (F(t) - f(tM)-(a(t’) - 9t™), (8.3)

lz|—-0 i=1
gde se limes uzima duz particija {t;"} intervala [0,t] i lI7zll,=maX,<; < n(tis1"—t").

Teorema 8.3
(i) Ako je g neprekidna funkcija ograniene varijacije tada je njena kvadratna varijacija jednaka nuli.

(ii) Ako je f neprekidna funkcija, a g funkcija ograniene varijacije, tada je njihova kovarijacija jednaka nuli:
[f,l(t) = 0.

8.3 Kvadratna varijacija i kovarijacija sluéajnog procesa

Definicija 8.7 (m-kvadratna varijacija procesa). Za proizvoljnu particiju m={t, < t; <..< t;} na intervalu
[0,t]c[0,T] i za proizvoljan proces X, koji je definisan na datom intervalu [0, T], definiSemo m-kvadratnu varijaciju
procesa X, kao slu€ajnu promenljivu oblika:

n
2
Q. (X,)= ;m =X, )%
Definicija 8.8 (Kvadratna varijacija procesa). Kvadratna varijacija procesa X; definise se slede¢im izrazom:
n
[XTe =[X. Xt = plim 2, (X({) - X(&")?. (8.4)
| ,—>0=1

gde za svako fiksirano n, niz {t;"}=o" predstavlja particiju intervala [0,t].Konvergencija je u verovatnoéi i uzima se
duz datih particija, za koje vazi da norma podele tezi nuli: lI7zll,=max; (ti+1"— t;")—0, n—oo, videti referencu [9].
Definicija 8.8a (Kvadratna varijacija procesa). Ako postoji proces V;, takav da r-kvadratna varijacija Q- (X;)
konvergira u verovatnoCi prema tom procesu, pri cemu data konvergencija vazi za svaki niz particija {rc}, na
interaviu [0,T], za koje vazi uslov: |[ll—0, kada n—oo, tada proces V, nazivamo kvadratnom varijacijom
procesa X; i ratunamo je kao:

(X = jim 204 =%, ) (85)

o], > 012

Napomena Defnicije 8.8 i 8.8a su ekvivalentne.

2 Napominjemo da se u stohasti¢kom racunu dati limes uzima duz onih particija, €ija se norma podele smanjuje lIrll,—0,
a ne duz svih moguéih particija.
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Definicija 8.9 (Kvadratna kovarijacija procesa). Kvadratna kovarijacija ili samo kovarijacija definise se kao
grani¢na vrednost opadajuceg niza particija na intervalu [0, T] i oblika je:

[X YT = jim 2% =X 0% =Y, ). (8.6)

|7|>0i=1

8.4 LP-prostori funkcija

Detaljno izlozenu analogiju izmedu pojmova iz teorije mere i pojmova iz teorije verovatnoce i slucajnih
procesa mozete naci u referencama [21], [22]. Neka je (SZ,«) merljiv prostor, gde su S proizvoljan skup, 2
proizvoljno c-polje i i« pozitivna mera.
Definicija 8.10 (L P-prostori funkcija).Neka je f proizvolina merljiva funkcija na prostoru (SZ,u) i neka vazi
uslov 1<p<oo. Ako je ispunjen uslov: [s| f |P du <+oo, tada kazemo da je funkcija f p-integrabilna funkcija i vazi
da je:f € L X(SZ,u). Skup svih p-integrabilnih funkcijaL P(SZ,u) je normiran linearan vektorski prostor, sa

normom 73:
Up
||f||p=(J.|f|pd/1J . 8.7)
S

Za p=2 dobijamo poseban sludaj prostora L%(SZX,u), koji predstaviia normiran linearan vektorski prostor sa
normom (Hilbertov prostor), pri ¢emu je norma oblika:

I, =(If(x)2dy(x))u2.

Definicija 8.11 (L=-prostori funkcija). Neka je f proizvoljna merljiva funkcija na prostoru (S,.2,u) i neka je p=co.
Ako je |l f Il..< oo, tada kaZzemo da je funkcija f beskonacno-integrabilna funkcija, odnosno vazi: f € L*(SZ,u).
Skup svih beskonaéno-integrabilnih funkcija L*(SZ,.) je normiran linearan vektorski prostor sa normom:

|£],, =inf{me R: u({| f|>m}) =0} (8.8)
uz konvenciju da je inf@=co.
Napomena Prisetimo se da je kompleksna merijiva funkcija f esencijalno ogranicena na skupu S ako je i
funkcija / / esencijalno ograni¢ena odozgo na S Skup svih takvih funkcija oznacavamo sa L*(SZ,.). Prema

tome, beskonaCna norma je esencijalni supremum funkcije/f /, odnosno vazi: J/ f [.,=supess/f /. Ocigledno je
da sledeca nejednakost vazi skoro svudana S /T /< [T /...

73 Napomenimo da na prostoru LP(SX,u) oznaku ||-]l ne mozemo da zovemo normom, jer ne zadovoljava tre¢e svojstvo
funkcije norme. Ovaj problem se zaobilazi tako to se uvodi relacija ekvivalencije u dati skup f 1~ f , akko f 1(X) = f 2(X)
skoro svuda.Novodobijeni prostor &iji su elementi klase ekvivalencije,tzv.koli¢nicki skup je sada normiran vektorski
prostor i vazi: LP(SX,u):= LP(SX,u)/~.
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8.5 LP- prostori slu¢ajnih promenljivih

Definicija 8.12 (L *- prostori slucajnih promenljivih). Neka je X proizvoljna slucajna promenljiva na prostoru
(Q,F,P) i neka je 1< p<co. Ako vaZi da je E|X|P <o, tada kaZzemo da je slucajna promenljiva X p-integrabilna,
odnosno vazi: X € L P(Q,F,P). Skup svih p-integrabilnih slu¢ajnih promenljivih L °(Q,F,P) je normiran linearan
vektorski prostor sa normom:
p\VP
[, =(EX")
p

Definicija 8.13 (L*-prostori sluéajnih procesa).Neka je f (w,7): Qx[0,T]—R sludajan proces definisan na
prostoru (Qx[0,T],FxB([0,T]),P®t). Oznaka t predstavlja Lebegovu meru na skupu [0,T], dok oznaka P®t
predstavlja meru na Dekartovom proizvodu prostora Qx[0,T] i vazi d(P®t)=dpxdt.
Proces X; = f (w,t) je kvadratno integrabilan, odnosno X; € LA Qx[0,T], FxB([0,T]), P®t), ako ima konacnu
normu oblika:

2 L)
f 2(w,t) (dPxdt) <+ :EUO f (a),t)dt} <too. (8.9)
Qx[0,T]

Prostor L%(Qx[0,T], FxB([0,T]), P®t), predstavlja skup svih integrabilnih sluéajnih procesa i on je normiran
linearan vektorski prostor.

Napomena Na osnovu Kosi-Svarcove nejednakost: EJX-Y I<IXllo-IIY Il», sledi da je dovoljno da su procesi X i
Y p-integrabilni procesi, odnosno da vazi:X,Ye L P(Q,F,P), da bi njihov proizvod bio integrabilan, ti. da bi
ocekivanje njihovog proizvoda bilo konacno.

8.6 Osobina kompletnosti L - prostora

Definicija 8.14 (Kosijev niz). Niz {X.} =1 u normiranom prostoru (S|I-Il) je Kosijev niz, ako elementi niza
ispunjavaju sledeéi uslov: lim|[X, — Xull2=0, n,m—oo 7,

Definicija 8.15 (Kompletnost). Metricki prostor se naziva kompletnim ukoliko u njemu svaki KoSijev niz
konvergira ka elementu datog prostora.

Definicija 8.16 (Gust skup). Skup A je svuda gust u skupu B, ako se u svakoj okolini proizvoljne tacke iz B
nalazi bar jedna tacka iz A. Drugim re€ima, za podskup A metrickog prostora B kazemo da je svuda gust u
prostoru B, ako za svaki element xeB postoji niz { x,} €A, takav da je: lim [Ix, — Xllz=0, n —o.

Teorema 8.4 (Kompletnost L" prostora funkcija). Neka je pe[l,o0], tada vazi da su prostori LP(SX,u) i
LP(Q,F,P) Banahovi prostori, $to znaci da su ujedno i kompletni i normirani.

Napomena Specijalno, za p=2vektorski prostor L*(SZ,u) dobija strukturu Hilbertovog prostora sa skalarnim
proizvodom, koji je definisan izrazom: (f,g)= [s f-gdu.

4 KoSijev niz moze da se definiSe i na prostoru koji poseduje samo metriku d.
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Teorema 8.5 (Kompletnost L° prostora slucajnih promenljivih). Neka je ispunjen uslov pe[l,00]. Prostor
LP(Q,F,P) je kompletan u slede¢em smislu. Neka je {x.} KoSijev niz u prostoru LP, odnosno vazi sledeci uslov:
lim 1%, — Xmll,=0, n,m—c0, tada postoji grani¢na vrednost datog niza XelP , takva da vazi: lim [|X, — Xll,=0,
kada n —oo. Grani¢na vrednost X je jedinstvena u smislu da ako postoji grani¢na vrednost X 'L, tada za nju
vazi: IX - X'|I,=0.

Napomena Specijaino,za p=2 vektorski prostor LA(Q,F,P) dobija strukturu Hilbertovog prostora sa skalarnim
proizvodom, koji je definisan izrazom: ( X,Y ).=E(X-Y).

8.7 Ortogonalnost funkcija

Definicija 8.17 (Ortonormiran skup).Prebrojiv skup funkcija { 4.} €L[0,1], 0< n<co je ortonormiran skup, ako
vazi: (¢n,dn)=ll@nll =1 i (¢n,pm)=0, za sve m#n.

Neka je H,={Xi=1"a¢i :aeR"} konacan skup svih linearnih kombinacija proizvoljnog skupa{ ¢.} ™%, koji ne mora
da bude ortonormiran.Tada za proizvoljnu funkciju f iz prostora L?[0,1] vazi sledeée tvrdenije:

fo=2"(f.d)¢ .

Definicija 8.18 (KONB).Za ortonormiran skup {¢,} kazemo da je kompletna ortonormirana baza, ako skup
svih njenih linearnih kombinacija Hy, formira gust skup u prostoru L2[0,1]. Ekvivalentno, skup{ 4.} je KONB, ako
za proizvolinu funkciju f € L?[0,1], vazi sledeée tvrdenje:

Ako je f L ¢;, za svakoi, tadaje f=0.

Navodimo dve vazne osobine kompletnih ortonormiranih skupova:
(i) Za proizvolinu funkciju f € L%0,1] vazi sledeée tvrdenje:

N

lim|[f -2 (f, g4, =0, (8.11)

N — n=0 2

Drugim regima, proizvoljna funkcija f € L?[0,1] moZe se predstaviti u slede¢em obliku:
N
f= Z_;)(f,¢n>¢n. (8.12)
(if) Za KONB vazi Parsevalov identitet:
(1.0) =, F 09909k = 3 (f. 4,00, (8.13)
n=

Primetimo da pomo¢u Parsevalovog identiteta skalarni proizvod mozemo da predstavimo na dva nacina.

Lema 8.1 (Granicna vrednost neprekidnih funkcija). Neka je funkcija f,: [0,1] —R, n=1,2,..neprekidna funkcija
i pretpostavimo da f,, uniformno (ravnomerno) konvergira prema funkciji f, odnosno za dato £>0 postoji broj N,
takav da za svako n> N, vazi: | f(t) — f (t)I<e, za proizvoljno t € [0,1]. Tada je f neprekidna funkcija.

Napomena Napominjemo da navedene definicije u poglaviju 8.6 ostaju ispravne kada umesto intervala [0,1]
izaberemo proizvoljan interval 1.

5 H, je linearni podprostor obuhvacen bazom{ ¢,.} .
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9. Prilog B:
Programi u Matlab-u

Uovom poglavlju prikazacemo i ukratko objasniti program koji je napisan u Matlab-u i koji se u ovom
radu koristi za simulaciju Hestonovog procesa cena, zatim za izradunavanje ocena integrisane
volatilnosti, kao i za iscrtavanje grafika opisanih u poglavlju sedam. Pogledati ref. [6] za bolje snalazenje u
okruzenju programa Matlab, kao i ref. [7] za detaljnije objadnjenje razliéitih tehnika simulacije slu¢ajnih procesa u
Matlabu. Program se sastoji iz viSe delova. Centralni je Main program, koji se poziva od strane korisnika, dok su
ostali delovi zasebne funkcije. Od funkcija najvaznija je Heston, koja se poziva iz Main programa i sluzi za
generisanje jedne Hestonove putanje, odnosno procesa cena X; i njemu odgovarajuceg procesa Yy, na koji se
dodaje efekat Suma. Dalje, funkcije sa imenom Estimatori ra¢unaju odgovarajuée vrednosti ocena integrisane
volatilnosti, koje su najoptimalnije. Za kraj, ostaju takode neophodne funkcije Steps i Brown_Charlie, pri ¢emu se
Steps funkcija koristi kao heuristika za prvi i drugi estimatora, dok se funkcija Brown_Charlie koristi za
generisanje Braunovog kretanja.

Simulacija se pokre¢e pozivom programa Main, koji izraGunava rezultate opisane u sedmom poglavlju
za M=100 trajektorija. Napominjemo da program Main prvo poziva funkciju Heston, a zatim prosleduje podatke o
njenoj trenutnoj trajektoriji ostalim estimatorskim funkcijama, koje na zadatoj trajektoriji racunaju ocene
integrisane volatilnosti. Kasnije tokom programa se odreduju srednje vrednosti odstupanja navedenih estimatora
od integrisane volatilnosti.

Na slikama 9.1. i 9.2. prikazani su redom dijagram strukture programa i dijagram uzajamne povezanosti
pojedinih delova programa, na kome se, takode mogu videti i tokovi informacija izmedu navedenih delova
glavnog programa.
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Brown_charlie
.y
:
- 1
imato imato: ! -
Esti 3 Estimator2 Esti ri . Estimators Estimators
)
2 s T~ i
. : ‘ T 7
“‘-.‘ ‘\\ \\ : /f «"
- ~ ~ ' ’ P
s o Fe S o ’ 7
o u
e N s Heston 2 . Steps
.,‘\- \\‘ \\ " ’.- 7
-\‘_‘\ \\\ \‘ : ,' o "”,.,
. > . [l PA —
-
Main

Slika 9.1. Dijagram strukture programa i njihove uzajamne povezanosti.

Brown Charlie : Heston - Main :Steps : Estimatori \
A . —
] 1 ]

S - Estimpacije

Slika 9.2. Prikaz nivoa povezanosti i toka podataka izmedu funkcija i glavnog programa.
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%0 PROGRAM MAI N

%Woinicijalizacija
clc;

cl ose all;

clear all;

%% konst ant e
T = 1/ 252;
N = 23400;

%Woinicijalizacija petlje

K = 100;
i f K<=20

doPlots = 1;
el se

doPlots = O;
end
Procene_5 = zeros(1, K);
Procene_4 = zeros(1, K);
Procene_3 = zeros(1, K);
Procene_2 = zeros(1, K);
Procene_1 = zeros(1, K);
IntVolatilnosti = zeros(1, K);
% abela 7. 1.
9X = 2:7800;
9X2 = 2:7800;
93 = 10:11700;

9% = floor(N./X3);

% abel a 7. 2.
S = Steps(N);

X = S(2:end-2); % = S(30:end-2);
X2 = X

D =X

%0 petlja
for i=1:K
di sp(i);
[Ycena t, Xt, IntVolatilnosti(i), eta kvadrat] = Heston(T, N);

Procene 5(i)
Procene_4(i)

= Estimator_5(Ycena_t);
= Estimator_4(Ycena_t);
[Procene 3(i) data] = Estimator_3(Ycena_t, IntVolatilnosti(i), D);
if doPlots ~= 0
figure(3), hold on, title(' Estimator 3");
pl ot (D, abs(data-IntVolatilnosti(i)));
end

[Procene_2(i) data2] = Estimator_2(Ycena_t, IntVolatilnosti(i), X2);
if doPlots ~= 0
figure(2), hold on, title('Estimator 2');
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pl ot (X2, abs(data2-IntVolatilnosti(i)));
end

[Procene_1(i) datal indexl] = Estimator_1(Ycena_t, IntVolatilnosti(i),

Procene 5(i));
if doPlots ~= 0
figure(l), hold on, title(' Estimator 1');
pl ot (X, abs(datal-IntVolatilnosti(i)));
end
% f doPlots ~= 0
% figure(5), hold on, title('Estimator 1 i 2');
% axi s([mn(X), max(X),0,10"(-4)]); hold on;
% plot(X, datal,'-r");hold on;
% pl ot (X, data2);
%end
end

figure(4), hold on, title('Estimator 1 i 2');

axi s([mn(X), max(X),0,10"(-4)]); hold on;

plot(X, datal,'-r');hold on;

pl ot (X2, data2); hold on;

plot (X, IntVolatilnosti(i), -k'");hold on;

pl ot (i ndex1, I nt Vol atilnosti (i),  *k'," markersize', 10);

%o rezul tati

Greske 5 = abs(Procene_5-I1ntVol atil nosti);

Rezul tati (5) = nean(G eske_5);

Devijacije(5) = std(Geske_5);

Rel _Rezultati(5) = nean((Procene_5-IntVolatilnosti)./IntVolatilnosti);
(Procene_5(i)-IntVolatilnosti(i))./IntVolatilnosti(i)

Greske_4 = abs(Procene_4-IntVolatilnosti);

Rezul tati (4) = nean(G eske_4);

Devijacije(4) = std(Geske_4);

Rel Rezultati(4) = mean((Procene_4-IntVolatilnosti)./IntVolatilnosti);

Greske_3 = abs(Procene_3-IntVol atil nosti);

Rezul tati (3) = nean(G eske_3);

Devijacije(3) = std(Geske_3);

Rel Rezultati(3) = mean((Procene_3-IntVolatilnosti)./IntVolatilnosti);

Greske_2 = abs(Procene_2-IntVol atil nosti);

Rezul tati (2) = nean(G eske_2);

Devijacije(2) = std(Geske_2);

Rel _Rezultati (2) = nean((Procene_2-IntVolatilnosti)./IntVolatilnosti);

Greske 1 = abs(Procene_1-IntVolatilnnosti);

Rezultati (1) = nean(G eske_1);

Devijacije(l) = std(Geske_ 1);

Rel Rezultati (1) = mean((Procene_1-IntVolatilnosti)./IntVolatilnosti);

%% pl ot s

figure(50), title('IntVolatilnosti , Procene 5 (crveno)'), hold on;
pl ot (I ntVol atil nosti);

pl ot (Procene 5, 'r');

Xl
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figure(40), title('IntVolatilnosti
plot(IntVolatilnosti);
pl ot (Procene_4, 'r');

figure(30), title('IntVolatilnosti
pl ot (IntVolatilnosti);
pl ot (Procene_3, 'r');

figure(20), title('IntVolatilnosti
pl ot (I ntVol atil nosti);
pl ot (Procene 2, '"r');

figure(10), title('IntVolatilnosti
pl ot (I ntVol atilnosti);
pl ot (Procene_1, 'r');

%% cl eanup

clear Procene_1;
cl ear Procene_ 2;
cl ear Procene_3;
cl ear Procene_4;
cl ear Procene_5;

clear Greske 1;
clear Greske 2;
clear Greske_ 3;
clear Greske 4;
clear Greske b5;

cl ear Ycena t;
clear IntVolatilnosti;
clear eta kvadrat;

clear i;

cl ear dat a;
clear D
clear S
clear K
clear N
clear T
clear X
clear Xt;

cl ear doPl ots;

Procene

Procene

Procene

Procene

4 (crveno)'),

3 (crveno)'),

2 (crveno)'),

1 (crveno)'),

hol d

hol d

hol d

hol d

on;

on;

on;

on;
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%90 Hest on

function [Ycena_t, Xcena_t, Integrisana volat T,eta kvadrat] = Heston(T,

alfa = 0.04; k =5; gama = 0.5; Rho = -0.5;

m = 0. 05;
(yF:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
YOELTAt =T/ M

FAKTOR = 4;

N = M* FAKTOR;
deltat =T/ N,
t = [delta_t:delta_t:T];

Brown_inc = zeros(1, N1);

% Form ranp Braunovo kretanje Bt ponmocu funkcije ''Brown_charlie'’
Bt = Brown_Charlie(T,N1);

%l ot (Bt);

% Form ranp ni z Braunovi h i nkrenmenata duz generi sane putanje Bt
Brown_inc(1:(N-1)) = Bt(2:N - Bt(1:(N1));
% Formiranp niz W _inc koji je nezavisan od Brown_inc %

% Zt - je standardna Gausova sl. pr.
Zt = randn(1,N-1);

% Ceneri sanj e Braunovog kretanja W, koje je nezavisno od Bt
W _inc = sqrt(1l-Rho"2)* [Zt*sqgrt(delta_t)] + Rho*Brown_inc;

% Generisanje suna: Epsilon_t ~ N( O, E[epsilon®2] )

var _epsilon = 0.0005"2;

% Formiranje bel og shuna i izlazne promenljive koja ga opisuje
Epsilon_t = sqgrt(var_epsilon) * randn(1,N);

% Al okacija pronenljive Vt koja ima N vrednosti

% Inicijalizacija pocetne vrednosti procesa volatilnosti (0.01 ; 0.4)
Vit zeros(1,N);

Vnul a 0. 004;

Vt (1) Vnul a;

count 0;

for j 2: N
% Jednaci na vol atil nosti iz Hestonovog nodel a
VE(j) = Wt(j-1);
Vt(j) = Mt(j) + k*(alfa - Mt(j-1))*delta_t;

M
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Vi(j) = Vt(j) + gama*sqrt(Vt(j-1))*W _inc(j-1);

if (Vt(j)<0)
count = count + 1;
end
end;

i f (count>0)
di sp(' ABORT ABORT');
di sp(count);

end

% Formranje procesa cena Xt na intervalu [0, T], T<1

Xt = zeros(1,N);
Yt = zeros(1,N);

Xnula = 1;
Xt (1) = Xnul a;
Yt (1) = Xt(1)+Epsilon_t(1);
for j = 2:N
Xt(j) = Xt(j-1) + (m - Vt(j-1)/2)*delta_t + sqgrt(Vt(j-1))*Brown_inc(j-
1);
Yt(j) = Xt(j)+Epsilon_t(j);
end;

% |zl azna pronenljiva koja opisuje posnatrani proces cena Ycena_t

Ycena_t = downsanpl e(Yt, FAKTOR);

Xcena_t = downsanpl e(Xt, FAKTOR);
0/@:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
% | NTEGRI SANA VOLATI LNOST <X, X> T %%
O/F:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
% | zracunavanj e vrednosti integrisane volatilnosti

% za zadati proces Xt i odgovarajuci proces volatilnosti W

% Integrisanu volatilnost procesa Xt racunanmp prenma fornuli:

% <X, X>_ T = INTEGRAL_O_T [(sigma_t)"2 *dt]
% = INTEGRAL_O_T [Vt*dt]

% = SUMA O T [Vti*(t(i+1)-ti)]

% = SUMA O T [Vti*(t(i+1)-ti)]

% = deltat * SUMA O T [ MVti ]

% | zracunavanj e integrisane volatilnosti <X, X> T na intervalu delta_t
Integrisana volat T = delta_t * sum(\t);
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%% Brown_Charlie

function x = Brown_Charlie(T, N
[0; cumsum(randn(N,1))]/sqrt(N);
X * sqrt(T);

x
11l

%0 STEPS

% STEPS vraca el ement al ne korake podnreza

% optim zacija bazirana na cinjenici da zaokruzivanje stvara ponavljanja

function [ x ] = Steps(N)

-1 1
loor (N i);
f f ~= x(end)
x(end+l) = f;

%% Estimator_5

function [V_estimator] = Estimator_5(Ycena_t)
V_estimator = sum( [ diff(Ycena_t) ].72 );

%% Estimat or_4

function [IV_estinmator] = Estinator_4(Ycena_t)

% Vrem skal a t_sparse uzima svaki 300-ti podat ak.

% Proces Ycena_t_sparse se sastoji iz svake 300-te vrednosti
% pol aznog procesa Ycena_t _all pocev od indeksa 1.

Ycena_t _sparse = downsanpl e( Ycena_t, 300);
IV estimator = sum diff(Ycena t _sparse) .72 );

%% Esti mator _3

function [IIl_estimator data]l] = Estimator_3(Ycena_t, IntVolatilnnost,
data = [];
for step S

temp = downsanpl e(Ycena_t, step);

dat a(end+1) = sum( (diff(temp) )."2 );

end
[mindex] = min(abs(data-IntVolatilnost));
Il _estimator = data(index);

S)
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%6 Estimator_2

function [Il _estimator data] = Estinmator_2(Ycena_t, IntVolatilnost, S)
N = I engt h(Ycena_t);
data = [];
for step = S
X = step;
y = floor(NXx);
tenp = reshape(Ycena_t(1l:x*y), X, y)';
dat a(end+1) = nean(sunm((diff(tenmp) )."2));
end
[mindex] = min(abs(data-IntVolatilnost));
Il _estimator = data(index);

%0 Estimator 1

function [I _estimator data index] = Estimator_1(Ycena_t, IntVolatilnost, S,
V_estimator)
N = l ength(Ycena_t);

data = [];
for step = S
X = step;

y = floor(Nx);

tenmp = reshape(Ycena_t(1:x*y), X, y)';

dat a(end+1) = nean(sunm((diff(tenmp) ).”2)) - (y/N*V_estinator;
end
[mindex] = min(abs(data-IntVolatilnost));
| _estimator = data(index);
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