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Glava 1

Analiticka geometrija

Tema ove glave su vektori i analiticka geometrija, klasi¢ne oblasti matematike,
koje u nase vreme nalaze nove i interesantne primene u ra¢unarskoj grafici.
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1.1 Vektori

1.1.1 Osnovni pojmovi

Smatrajuci da je Citalac ve¢ upoznat sa osnovnim geometrijskim ¢injenicama, kao
i da zna definiciju vektorskih prostora, ovde dajemo samo kratak pregled osnovnih
pojmova vezanih za algebru trodimenzionalnih vektora.

e Neka su A i B dve tacke u prostoru. Duz AB moze biti orijentisana na dva
nacina: od A ka B ili obrnuto, od B ka A. Orijentisana duz se zove vektor.
Oznaka za vektor orijentisan od A ka B je AB. Tacka A je njegova pocetna, a
tacka B krajnja tacka. Orijentacijom je odreden smer vektora, a pravac je odreden
pravom kojoj pripada duz AB (ova prava zove se nosa¢ vektora). Prema tome,
vektor je odreden ako se zna njegova pocetna tacka, pravac, smer i duzina (modul
vektora). Ovako definisani vektori se nazivaju vektorima vezanim za tacku.

e Vektori mogu biti i vezani za pravu; u tom slu¢aju, smatramo da su dva
vektora medusobno jednaka ako imaju isti pravac, smer i modul. To je isto kao
kada bismo dozvolili da vektor moze da se kre¢e duz svog nosaca.

e Vektori su slobodni ako se dozvoljava da se vektor moze translirati (paralelno
pomerati) u prostoru. To znaci da su dva vektora jednaka ako ¢ine naspramne
stranice nekog paralelograma, pri ¢enu im se smerovi poklapaju. Ako vektore pos-
matramo kao slobodne, onda mozemo da zamislimo da smo ih translacijom doveli u
polozaj da svi imaju istu pocetnu tacku, nazovimo je O. Onda se slobodni vektori
mogu identifikovati sa svojim krajnjim tackama, tako da postoji bijekcija izmedu
skupa slobodnih vektora i skupa tacaka prostora. U ovom odeljku ¢emo smatrati
da su svi vektori slobodni.

e Skup svih slobodnih vektora ¢ini jedan vektorski prostor dimenzije 3 nad
poljem skalara R. Taj vektorski prostor ¢emo oznagiti sa R3 i u njemu éemo
po potrebi identifikovati vektore sa njihovim krajnjim tackama, smatrajuéi da svi
pocinju u istoj tacki O. Nula u vektorskom prostoru R? je vektor &iji je modul
jednak nuli, dok pravac i smer nisu odredeni. Svi ostali vektori u R? imaju odreden
modul, pravac i smer. U vektorskom prostoru R3, vektor OA zove se i vektor
polozaja tacke A. Vektore ¢emo oznacavati i masnim slovima a, ¢, itd.

e Modul vektora a oznacava se sa ||a||. Drugi naziv za modul je norma, videti
XXX (metricki pr.) Za svaki vektor a definiSe se jediniéni vektor ag kao vektor
Ciji je pravac i smer isti kao pravac i smer vektora a, a modul jednak jedinici.

e U vektorskom prostoru R? definidu se operacije sabiranja vektora i mnozenja
vektora skalarom, po uobic¢ajenim pravilima vektorske algebre, kao §to je prikazano
na slici 1.

e Za n vektora aq,...,a, kazemo da su linearno zavisni ako postoje skalari
ai, ..., o, od kojih je bar jedan razli¢it od nule!, tako da je

(1) araq + -+ apa, =0.

U suprotnom sluc¢aju kazemo da je skup vektora {ai,...,a,} linearno nezavisan.

" a2 >0.

10vaj uslov se moze izraziti i kao i @5
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Slika 1. Zbir vektora I mnozenje vektora skalarom (zbms)

Ako su vektori linearno zavisni, onda se jedan od njih moze izraziti kao linearna
kombinacija ostalih.

e U vektorskom prostoru R? svaka tri linearno nezavisna vektora a, b, ¢ ¢ine
bazu tog prostora, §to znaéi da se svaki vektor £ € R3 mozZe na jedinstven nagin
izraziti kao linearna kombinacija vektora a, b, c. Uredena trojka linearno nezavisnih
vektora (a,b,c) zove se trijedar ili koordinatni sistem. Njihova zajednicka
pocetna tacka zove se koordinatni pocetak. Bilo koja data tri linearno nezavisna
vektora mogu se urediti tako da ¢ine trijedar desne orijentacije, kao na slici 2a). To
znaci da je (gledajuéi u smeru tacke O) vektor b desno od vektora a, a vektor ¢ je
desno od b.

Slika 2. a) Koordinatni sistem desne orijentacije. b) Pravougli koordinatni sistem
(koos)

e Ako svaka dva razli¢ita koordinatna vektora obrazuju prav ugao, takav ko-
ordinatni sistem se zove pravougli. Jedini¢ni vektori pravouglog koordinatnog
sistema se oznacavaju sa ¢, 3, k. Njihovi nosaci zovu se koordinatne ose (z,y, z-
osa). Koeficijenti a1, ag, as u razlaganju

a = a1t + as) + azk

zovu se Dekartove (ili pravougle) koordinate vektora a. Uobi¢ajeno je da se vektor
identifikuje sa uredenom trojkom svojih koordinata: a = (a1, as, as).
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e Ukoliko se vektori posmatraju u pravouglom koordinatnom sistemu (z, 3, k),
operacije sabiranja vektora i mnozenja sa skalarom jednostavno se izrazavaju preko
koordinata. Neka su dati vektori a = (a1, aq,a3) i b = (by, b, bs). Tada je

a+b: (a1+bl,a2+b2,a3+b3),

kao i
Aa = (Aaq, Aag, Aas),

gde je A € R proizvoljan skalar.
e U Dekartovim koordinatama, modul vektora a = (a1, as, az) izrazava se kao

lall = /af + a3 + a3,

a jedini¢ni vektor koji odgovara datom vektoru a # 0 je

1
ag = — - a.
llall

e Za vektore kazemo da su kolinearni ako pripadaju istoj pravoj, ili su par-
alelni. Dva vektora su kolinearna ako i samo ako su im odgovarajuce koordinate
proporcionalne.

Za vektore kazemo da su komplanarni ako pripadaju istoj ravni ili se translacijom
mogu dovesti u istu ravan. Svaka dva vektora su komplanarna. Svaka dva nekolin-
earna vektora sa pocetkom u datoj tacki odreduju jednu ravan. Tri i viSe vektora
su komplanarna ako i samo ako su linearno zavisna.

e Ugao izmedu nekolinearnih vektora ai bdefinise se kao ugao izmedu njihovih
orijentisanih nosac¢a u ravni koju oni odreduju. Ugao izmedu vektora je u intervalu
[0, 7]. Videti sliku 3.

Ugao izmedu kolinearnih vektora je 0 ili 7, u zavisnosti od toga da li su istog
smera ili suprotnih smerova. Ako je ugao izmedu vektora a i b jednak 7/2, kaze se
da su vektori a i b ortogonalni.

Slika 3. Ugao izmedu vektora (sugao)

e Skup svih vektora u jednoj ravni ravni koja sadrzi nulu, obrazuje vektorski
prostor dimenzije 2, u oznaci R2.

e Skup svih vektora na jednoj pravoj koja sadrzi nulu, obrazuje vektorski prostor
dimenzije 1, u oznaci R! ili R.
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1.1.2 Skalarni proizvod

Za date vektore a i b definiSemo skalarni proizvod (a, b) pomoc¢u jednakosti

(2) (a,b) = [la|| - [|b] - cos ¢,

gde je ¢ ugao izmedu vektora a i b. Skalarni proizvod se moze oznacavati i kao
a-b.

Iz definicije mozemo zakljuciti da je (a,b) = 0 samo ako je jedan od vektora
jednak nuli ili je ugao izmedu njih jednak w/2. Odavde izvodimo sledeée vazno
svojstvo skalarnog proizvoda.

Uslov ortogonalnosti: Ne-nula vektori a i b ortogonalni su ako i samo ako je
(a,b) = 0.

Ako je ugao izmedu vektora jednak nuli (tj. ako su paralelni i istog smera),
onda je skalarni proizvod jednak proizvodu njihovih modula. U posebnom slucaju,
skalarni proizvod vektora sa samim sobom jednak je kvadratu njegovog modula:

(a,a) = ||al|*.

Izraz ||b]| - cos¢ jednaka je duzini ortogonalne projekcije duzi OB na pravu
OA (videti sliku 4. Ako ovu duzinu oznac¢imo sa Pgq (b), skalarni proizvod se moze
napisati u obliku
3) a-b={a,b)=|a]- Pa(d).

Slika 4. Ortogonalna projekcija (proj)

Ocigledno je da je skalarni proizvod komutativna operacija:
(4) (a,b) = (b,a).

Osim toga, moze se dokazati (videti zadatak 6) da vazi distributivnost skalarnog
mnozenja u odnosu na sabiranje:

(5) (a,b+ ¢) = (a,b) + (a,c).



6 Glava 1. Analiticka geometrija

Da bismo izveli izraz za skalarni proizvod u koordinatama, primetimo najpre
da zbog ortogonalnosti koordinatnih vektora vazi da je

(0,9) = (1, k) = (3,k) = 0,

dok je
<7,,'l> = <.7’.7> = <k’k> =1

Odavde, koristeé¢i osobinu distributivnosti, nalazimo da je

(6) (a1 + azg + azk, bia + by + bzk) = a1by + azbs + azbs.

Primetimo da definicioni izraz (2) za skalarni proizvod ne zavisi od koordinatnog
sistema. To zna¢i da pri prelasku na drugi pravougli koordinatni sistem, brojna
vrednost izraza sa desne strane u (6) ostaje nepromenjena. Drugim re¢ima, ako su
(a1,a2,as), (b1, b, bs) koordinate vektora a i b u nekom pravouglom koordinatnom
sistemu, i ako su (a,a),a}), (b}, bh, bs) koordinate istih vektora u nekom drugom
koordinatnom sistemu, onda je

arby + azby + agbs = a b + abbh + ajbl.

Zadaci
1. Na¢i skalarni proizvod (a, b), gde je a = (1,2,3); b = (=3,1,2).
2. Nadi ugao izmedu vektora a = (1,1,0) i b= (1,0, 1).
3. Naéi koeficijente «, 3,7 u razvoju

u = aa + b+ e,

gde su a, b, ¢ dati linearno nezavisni vektori.

4. Nadi sve vektore x za koje je (a,x) = 3, gde je a dati vektor, a 3 dati skalar.

5. Resiti jednacinu po x:
ax + (x,b)a = c.

6. a) Dokazati osobinu aditivnosti ortogonalne projekcije:
Pa(b + C) = Pa(b) + Pa(c).

b) Koristedi se rezultatom izdvedenim pod a), dokazati osobinu (5) distributivnosti
skalarnog proizvoda u odnosu na sabiranje vektora.

7. Nadi jediniéni vektor m = (n1,ng,n3) koji je normalan na vektorima a = (1,1,1)
ib=(21,3).
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1.1.3 Vektorski proizvod

Vektorski proizvod vektora a i b je vektor ¢ = a x b koji je odreden na sledeci
nacin:
- Modul vektora c je odreden sa
lell = llall - [[b]] - sin @,
gde je ¥ ugao izmedu vektora a i b.

- Nosac vektora c je prava normalna na ravni odredenu vektorima a i b.

- Smer vektora ¢ odreduje se tako da (a,b, ¢) bude trijedar desne orijentacije.

Slika 5. Vektorski proizvod (vekpro)

Iz definicionog izraza vidimo da je modul vektorskog proizvoda ustvari jednak
povrsini paralelepipeda konstruisanog nad vektorima. Ova povrSina je jednaka nuli
samo ako su vektori kolinearni. Prema tome, imamo slede¢i kriterijum kolinearnosti
vektora:

Uslov kolinearnosti: Ne-nula vektori @ i b kolinearni su ako i samo ako je
axb=0.

Iz definicije se jednostavno dobija da je
bxa=—-axb.

Takode vazi i osobina distributivnosti vektorskog proizvoda u odnosu na sabiranje
vektora:
ax(b+e)=axb+axec

Nije tesko videti da vazi ,tablica mnozenja” kao u tabeli. Odavde
v | 0 | k| =7 se moze dobiti izraz za vektorski proizvod preko koordinata. Neka
7 |-kl 0|2 ]|sua i b dati vektori, @ = ay1+asgy+ask, b = bia+byy+bsk. Tada je,
prema tablici, axb= ’L(agbg fa3b2)+g(a3b1 7a1b3)+k(a1b27a261)7
7 |=*| 0 | 5to se moze zapisati i u obliku determinante:
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1 3 k
axb= aiazas| .
by by bs

Zadaci
8. Nadi vektorski proizvod a x b, gde je a = (1,2,3) i b= (1,1,1).

9. Dati su ne-nula vektori @ = (a1,a2,a3) i b = (by,b2,b3). Polazeéi od izraza za
vektorski proizvod u koordinatama, dokazati da je a x b = 0 ako i samo ako postoji
konstanta k # 0 takva da je a; = kb;, i = 1,2, 3.

10. (Ponovo zadatak 7). Primenom vektorskog proizvoda naéi jedan vektor koji je
normalan na vektorima @ = (1,1,1) i b= (2,1, 3). Zatim nadi jedini¢ni vektor koji
ispunjava iste uslove.

11. Date su tacke A(1,2,3), B(1,1,4), C(3,1,7). Primenom vektorskog proizvoda naci
povrsinu trougla ABC.

12. Naéi sve vektore x za koje vazi da je a x £ = b, gde su a i b dati vektori. Da li
zadatak ima resenja za proizvoljne vektore a i b?

1.1.4 Mesoviti proizvod

Za tri data vektora a, b, be, meSoviti proizvod, u oznaci [a, b, €] je skalarna veli¢ina
definisana sa
[a,b,c] = (a x b,c).

Prema definiciji skalarnog proizvoda, imamo da je
la,b,¢] = [la x bl| - ] - cos 2,

gde je ¥ ugao izmedu vektora a x b i vektora c. Pretpostavljajuéi da su vektori
a, b, c, nekomplanarni, moguce je konstruisati paralelopiped nad ovim vektorima
kao stranicama (videti sliku 6).

Koristeci se definicijom vektorskog i skalarnog proizvoda, nije tesko pokazati da
je zapremina V ovog paralelepipeda jednaka

V = |[a,b,c]|.

Ako je ova zapremina jednaka nuli, to znac¢i da su vektori a, b, c komplanarni.
Prema tome, vazi

Uslov komplanarnosti: Vektori a,b,c komplanarni su ako i samo ako je
[a,b,c] =0.
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Slika 6. (parlpd)

Iz ove geometrijske interpretacije izlazi da apsolutna vrednost mesovitog proizvoda
ostaje ista pri proizvoljnoj permutaciji vektora (jer je paralelepided isti). Jedino
§to se moze promeniti jeste znak.

Polazeéi od izraza za vektorski i skalarni proizvod u koordinatama, moze se
dobiti sledec¢a korisna formula:

aq az as
(7) [a,b, C] = bl b2 b3 .
C1 Cg C3

Iz (7) i osobina determinanti, zaklju¢ujemo da pri permutaciji vektora vav ze
sledeca pravila:

(8) la,b,c] = [b,c,a] =[c,a,b] = —[a,c,b] = —[bb,a,c| = —[c,b,a]
Zadaci
13. Dokazati da je zapremina paralelepideda na slici 6 jednaka |[a, b, c]|.
14. Dokazati formulu (7).
15. Dokazati formulu (8).

16. U pravouglom koordinatnom sistemu dati su vektoria = (1,2,3),b = (—1,0,2),c =
(z,2,1). Odrediti z tako da dati vektori budu komplanarni.

17. Date su tacke V(0,0,1), A(0,0,0), B(0,0,1), C(0,1,0. Primenom meSovitog
proizvoda, naéi zapreminu piramide VABC.
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1.1.5 Dvostruki vektorski proizvod
Sa vektorima a, b, ¢, mozemo formirati dvostruki vektorski proizvod
v=ax (bxc).

Ako su vektori b i ¢ kolinearni, onda je b x ¢ = 0, pa jei v =0. Ako b i ¢ nisu
kolinearni, vektor b x ¢ je normalan na ravan 7 koju odreduju vektori b i ¢, a vektor
v pripada toj ravni (jer je normalan na vektor b x ¢). Prema tome, vektor v moze
se izraziti kao linearna kombinacija vektra b i ¢. Moze se dokazati (videti zadatak
20) da je
ax(bxc)={a,c)b—{a,b)c.
Zadaci
18. Nadi koordinate vektora a x (b x ¢), gde je a = (1,2,3),b = (1,2,0),c = (3,4,0).
19. Ako su a ib dati vektori, nac¢i sve vektore x takve da je a x (b x =) = 0.
20. a) Dokazati da je
[u,v,u x v] = (u,u) - (v,0) - (u,v)?
b) Nadi koeficijente 5 i v u razvoju
bx(bxe)=p-b+vyxec

c) Naéi koeficijente u razvoju

ax(bxe)=p-b+v-c.

1.2 Ravan i prava u prostoru

1.2.1 Ravan

Iz geometrije znamo da je ravan odredena sa tri tacke. Medutim, u analitickoj
geometriji najopstija jednacina ravni se izvodi iz ¢injenice da je ravan odredena
svojom normalom i jednom tackom koju sadrzi.

e Vektor normale i jedna tacka. Neka je data tacka M (xo,yo, 20) 1 vektor
n(A, B,C). Ozna¢imo sa 7 ravan koja sadrzi tacku M i normalna je na vektor n.
Iz geometrijskih ¢injenica sleduje da tacka (x,y, z) pripada ravni 7, ako i samo ako
su vektori (z — zg,y — Yo,z — 20) 1 n ortogonalni. Prema tome,

(9) A(z — z9) + B(y — yo) + C(2 — 20) = 0.

Ovo je jednacina ravni 7, odnosno uslov koji zadovoljava svaka tacka (z,y,z) € .
e Opsta jednacina ravni. Jednacina (9) moze se napisati u obliku

(10) Az +By+Cz+D =0,
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Ovo je tzv. opsta (ili kanonska) jednacina ravni. Ako je ravan zadata jedna¢inom
(10), onda je (A, B, C) vektor normale, a jedna tacka na ravni moze se dobiti tako
Sto se, na primer (pod uslovom C' # 0) u jednacini (10) stavi da je x = y = 0, odakle
je z=—=D/C, pa je jedna tacka u ravni (0,0, —D/C). Svaka jednacina oblika (10),
gde je A2+ B? +(C? > 0, odreduje jednu ravan. Medutim, , koeficijenti u jednacini
ravni nisu jedinstveno odredeni, jer se mogu mnoziti ili deliti proizvoljnim realnim
brojem koji nije nula. Na primer, jedna¢inama x+2y+3z+4 = 01 2z+4y+6z+8 =0
definisana je ista ravan. Opsta jednacina ravni se stoga moze uvek napisati u obliku
u kome je jedan od koeficijenata jednak 1, pa prakti¢no za odredivanje ravni treba
nad¢i samo tri koeficijenta.

e Dve tacke i jedan vektor. Ravan moze biti odredena sa svoje dve tacke
Mi(z1,91,21), Ma(x2,y2, 22) 1 vektorom a(aq, as,as) koji pripada (ili je paralelan)
ravni, a nije kolinearan sa vektorom M Ms. Ako je M (z,y, z) proizvoljna tacka te
ravni, onda su vektori M Ml, MyM; ia komplanarni, pa je

r—T1 Y—Yy1 z— 21
To—T1Y2 — Y122 — 21| =0.
a az asz

Ovo je jednacina trazene ravni. Razvijanjem determinante ova se jedna¢ina moze
dovesti na oblik (10).

¢ Tri nekolinearne tacke. Na kraju, ravan je odredena sa tri tacke M7, Ms, M3.
Ako je M proizvoljna tacka u ravni, onda su M 7\/[1, M;]\/[l, M5 M, komplanari vek-
tori, odakle se dobija jedna¢ina ravni u obliku

T—=T1 Y—Yr z2— 2
To—T1Y2— Y1 22 — 21| = 0.
T3 —T1Ys — Y123 — %1

e Jednacina preko odsecaka na osama. Ako ravan sece koordinatne ose u
tackama x = a,y = b, z = ¢, jednacina ravni moze se napisati u obliku
x z
!
a b ¢
Ovaj oblik je posebno pogodan ako ravan treba nacrtati u koordinatnom sistemu
(videti sliku 7).
Napomenimo da se svaka ravan moze predstaviti u bilo kom od navedenih oblika.

Rastojanje tacke od ravni

Data je ravan 7 svojom jedna¢inom Axz+By+Cz+D = 01 jedna tacka My(xo, Yo, 20)
van te ravni. Rastojanje tacke My od ravni 7 se geometrijski dobija tako §to se
kroz tu tacku postavi prava p ortogonalna na ravan m, nade se presetna tacka M)
prave p i ravni 7 (to je projekcija tacke My na ravan 7), i zatim se nade duzina
duzi MoM|. Jednostavnije resenje se dobija primenom osobina vektora. Uocimo
proizvoljnu tacku M (x1,y1,21) u ravni 7, kao na slici 8.
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X z
Ty 2

Slika 7. Ravan 5 t3t3

1 (slrav)

Slika 8. Uz izvodenje formule za rastojanje tacke od prave (raspr)

Trazeno rastojanje je tada d = ||M0_M1|| -cos . S druge strane,

(11) (n, MoM,) = ||n| - | MoM, | - cos o = \/A2 + B2 + C2 - d.
Ako izrazimo skalarni proizvod preko koordinata, dobijamo da je

(n, MoMy) = A(zo—z1)+B(yo—y1)+C(20—21) = Azo+Byo+Czo—(Azy+ By +Cz) = Azg+Byo+Czo+D,
(12)

jer je Axq + By; + Cz + D = 0, s obzirom da tacka M pripada ravni m. Iz (11) i

(12) dobija se da je

_ Axg+ Byg+Cz + D

d
Noerwrwe

1.2.2 Prava

Prava moze biti zadata sa dve tacke, ili sa jednom tackom i jednim vektorom
(vektorom pravca prave) ili kao presek dve ravni.
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e Tacka i vektor pravca. Neka je data tacka My(zo,yo,20) i vektor I =
(a,b,c). Postoji jedinstvena prava koja sadrzi tacku My i kolinearna je sa vektorom
1. Da bismo nasli njenu jednaé¢inu, posmatrajmo proizvoljnu tacku M (z,y, z) na
pravoj i uo¢imo da su vektori MJM = (z — x0,¥ — Yo,2 — 20) 1 I kolinearni, Sto
znadi da su im odgovarajuée koordinate proporcionalne (ili da je vektorski proizvod
jednak nuli). Prema tome,

T—%o Y—Y _ 22— %0

(13) a b c

Ovo je opsta (ili kanonska) jednacina prave u prostoru. Napomenimo da vektor
pravca prave nije jedinstven, jer se moze mnoziti sa proizvoljnim brojem razli¢itim
od nule.

e Parametarska jednacina. Ako se zajednicka vrednost jednakosti u (13)
oznadi sa t, dobija se sledec¢a parametarska jednacina prave:

(14) r=ux9+at, y=1yo+0bt, z=2z+ct, —00 < t < +00.

U jednacini (13) dozvoljeno je da neki od koeficijenata a, b, ¢ budu jednaki nuli;
to onda znaéi da odgovarajuca koordinata ima nepromenljivu vrednost. Na primer,
jednacinom

r—1 y+3 2-5
2 0 6
zadata je prava kod koje je y = —3, pa se ona nalazi u ravni koja je paralelna
xz-ravni. Odgovarajuca parametarska jednacina ove prave je

r=2t+1, y=-3, z=6t+5, —00 < t < 4o00.

e Dve tacke. Slucaj kada je prava zadata sa dve tacke M (x1,y1, 21) 1 Ma(22, Y2, 22)
svodi se na prethodni, ako se uoci da je vektor M7 Ms kolinearan sa pravom. Prema
tome, jednacina prave je

T — T Y= Z— 21

(15) = = .
T2 — X1 Y2 — Y1 22 —Z1

e Presek dve ravni. Prava moze biti odredena i sa dve ravni koje seku:
A1z+Bly—|—C’12—|—D1=O
(16) Asx + Boy + Coz 4+ Dy =0.

Iz sistema jednacina (16) moze se dobiti jedna¢ina prave u kanonskom obliku (13).

Medusobni polozaj dve prave

Dve prave u prostoru mogu se seéi u jednoj tacki, mogu se poklapati ili biti paralelne
i, kona¢no, mogu biti mimoilazne.

Neka su M (z1,y1,21) 1 Ma(x2,ys, 22) tacke na pravama i neka su Uy (a1, b1, c1)
ily = (a2, ba, c2) njihovi vektori pravca.
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Dve prave koje se seku ili su podudarne, odnosno paralelne, pripadaju istoj
ravni; prema tome, vektori My Ms, 1y i l2 su komplanarni. Prave mimoilazne ako i
samo ako ovi vektori nisu komplanarni. Neka je

Ty —T1Y2 — Y122 — 21

Dl = ay bl C1
as ba )

1 g k

D2 = a1 b1 C1

az ba co

Ako je Dy # 0, pomenuti vektori nisu komplanarni i prave su mimoilazne. Ako
je D1 = 0,Ds # 0, vektori su komplanarni, a vektori I; i I nisu kolinearni, pa
se prave seku. Ako je Dy = Dy = 0, onda se prave poklapaju ili su paralelne, u
zavisnosti od toga da li tacke M7 u M pripadaju obema pracama ili ne.

Jednacina normale na pravu
Data je tacka M (xo,yo,20) 1 prava p svojom jedna¢inom

r—21  Y—-4Hh 22— 2
a b c

Potrebno je naéi pravu koja sadrzi tacku M i normalna je na pravoj p. Ovaj zadatak
moze da se resi tako Sto se konstruise ravan m; koja sadrzi tacku M i normalna
je na p, i druga ravan o, koja sadrzi tacku M i pravu p. Presek ove dve ravni je
trazena prava. Prema ranije izvedenim formulama, jedna¢ine ove dve ravni su

T oa(z—21) +b(y —y1) +e(z—21) =0,

T—=To Y=Y Z— %0
T . 1 —ToYlr — Yo 21 — R0 :O7
a b c

a presek se nalazi na uobic¢ajeni nacin.

Zajednicka normala za dve mimoilazne prave

Za svake dve mimoilazne prave pi,ps postoji jedinstvena prava p koja sete obe
prave pod pravim uglom; to je njihova zajednicka normala. Neka su My, Ms, 11,15
tacke i vektori datih pravih. Neka je I = l; x ly; ovaj vektor je normalan na obe
date prave. Prema tome, ! je vektor pravca prave p. Ostaje jo§ da se odredi jedna
tacka na pravoj p, a to moze da se uradi tako $to se odredi presek ravni 7 koja
sadrzi pravu l; i komplanarna je vektoru ! (ova ravan je odredena tackom M i
vektorima Iy i 1) i prave ps.
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Slika 9. Uz izvodenje formule za rastojanje tacke do prave (rstp)

Rastojanje od tacke do prave

Data je tacka M (xo,yo, 20) 1 prava p pomocu svog vektora pravca I i jedne tacke
M (x1,91,21). Rastojanje d tacke M do rave p jednako je duzini odsecka normale
spustene iz tacke M na pravu p (videti sliku 9). Uoc¢imo paralelogram odreden
tackama M i M, i vektorom l. Njegova povrsina P jednaka je ||| - d, a sa druge
strane, izrazeno preko vektorskog proizvoda, imamo da je P = | M4y x I||. Odavde
je

L a1

12

Rastojanje izmedu mimoilaznih pravih

Ovo rastojanje jednako je duzini odsecka zajednicke normale, i tako se i moze do-
biti. Ali, jednostavnije je da primenimo osobine vektora. Ako su prave odredene
tackama M7, M5 i vektorima pravca l1, lo, posmatrajmo paralelepiped ¢ije su stran-
ice M1 My, 1y ily. Trazeno rastojanje d izmedu pravih je visina tog paralelepipeda
koja odgovara osnovici definisanoj stranicama Iy i l. Kako je povrsina te osnove

jednaka ||l; X la||, zapremina paralelepipeda je V' = ||I; x l2]| - d. S druge strane,
zapremina se moze dobiti i kao V = |[M; My, 11, 1], odakle se dobija da je
d— |[Mi My, 1y, 1)
111 x Lo

1.2.3 Uzajamni polozaj dve i viSe ravni

Neka su date dve ravni sa svojim jednac¢inama

Ayx+ Biy+Ciz+ D1 =0

Dve ravni mogu imati presek po jednoj pravoj, mogu se poklapati ili biti paralelne.
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e Ravni se seku po jednoj pravoj ako je sistem jednacina (17) saglasan, pri
¢emu je rang matrice sistema jednak 2. Ovim sistemom je ujedno i odredena
jednacina presecne prave.

e Ravni se poklapaju ako su odgovarajuéi koeficijenti dve ravni proporcionalni,
tj. ako postoji konstanta k takva da je Ay = kA1, Bs = kBy,Cy = kC1, Dy =
kD;. U tom slucaju je sistem (17) saglasan, sa rangom 1.

e Ravni su paralelne i ne poklapaju se ako postoji konstanta k takva da je
Ay = kA1, By = kBq1,Cy = kC1, pri ¢emu je Dy # kD;. U ovom slucaju,
sistem (17) je nesaglasan.

Posmatrac¢emo sada tre¢u ravan, datu jednac¢inom
(18) Azx + B3y + C3z + D3 = 0,
i ispita¢emo moguce polozaje ove ravni u odnosu na prve dve.

e Ako sistem jednacina (17)-(18) nije saglasan, onda tri ravni nemaju zajednicki
presek. Dalje se moze ispitati uzajamni polozaj parova ravni, na isti nacin
kao u prethodnom slucaju dve ravni.

e Sve tri ravni se seku u jednoj tacki ako je sistem jednacina (17)-(18) saglasan,
sa rangom 3. Koordinate prec¢ne tacke dobijaju se kao resenje ovog sistema.

e Ako se prve dve ravni seku po jednoj pravoj, tre¢a ravan moze takode da
sadrzi ovu pravu. U tom slu¢aju kazemo da ravan (18) pripada pramenu
ravni koji je odreden prese¢nom pravom prve dve ravni. Ovo je moguce
ako 1 samo ako je sistem (17)-(18) saglasan, sa rangom 2. Ekvivalentno,
jednacina (18) je linearna kombinacija prve dve jednacine, odnosno, postoje
realni brojevi a1 8 takvi da je

Asx+ Bsy+Csz+ D3 = Oé(Al.Z‘—l—Bly—l—ClZ-‘rDl) —l—ﬁ(Aga'}—i-Bgy-‘rCQZ—l—Dg).
Pretpostavljajuéi da je treéa ravan razlic¢ita od prve, mozemo da usvojimo da
je a # 0, pa deljenjem sa «, uz oznaku A\ = §/a, dobijamo jednacinu treée
ravni u obliku

(19) (A1 + )\AQ)Z’ + (Bl + /\Bz)y + (Cl + )\CQ)Z + (Dl + )\Dz) =0.

Jednagina (19) je opsta jednac¢ina ravni koja pripada datom pramenu.

e Konacno, ako je sistem (17)-(18) saglasan sa rangom 1, sve tri ravni se pok-
lapaju, i tada su im odgovarajuéi koeficijenti proporcionalni.
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1.2.4 Zadaci
21. Na¢i jedna¢inu normale iz tacke M (2,3, 1) na ravan 3z +y + 2z — 11 = 0.

22. Napisati jednac¢inu ravni koja sadrzi tacku (1,2, —1), a komplanarna je vektorima
(1,7,0) i (4,3,2).

23. Napisati jedna¢inu ravni koja sadrzi tacku M (3,2,1) i pravu

x—2 y+3 z-1
4 1 27

24. Napisati jednacinu ravni koja sadrzi tacke M;(2,5,1), M(6,3,2), M3(1,1,1).
25. Naéi jednu tacku koja pripada ravni 2z + 3y + 2 — 6 = 0.

26*. Napisati jedna¢inu ravni koja sadrzi tacke M;(3,1,2), M2(4,3,5)1 M3(6,7,11).

Resenje. Date tacke su kolinearne, pa je determinanta iz koje se inace dobija
jednacina ravni identic¢ki jednaka nuli. Zadatak ima beskonatno mnogo resenja; to su sve
ravni koje sadrze pravu kojoj pripadaju date tacke. Da bismo odredili jednacinu takvih
ravni, primetimo da svaka takva ravan sefe z-osu (jer z-osa nije paralelna sa pravom
M My); presecna tacka (0,0, ¢) zajedno sa tactkama M i M (ili bilo koje dve od date tri
tacke) u potpunosti odreduje ravan. Prema tome, jednacina svake ravni koja ispunjava
dati uslov je
r—3y—12-2

1 2 3
-3 -1 c—2

=0.

Primedba. U navedenom reSenju ravan je odredena tackom na z-osi, ¢ime se u
jednacini ravni pojavljuje jedan slobodan parametar. Medutim, da smo uzeli proizvoljnu
tacku (a, b, ¢) u prostoru, kojom je ravan takode odredena, jednaé¢ina bi imala tri parame-
tra. Objasniti.

2'7. Napisati jednac¢inu ravni koja sadrzi koordinatni po¢etak i normalna je na pravoj

x—2 y+7 z+3
3 4 17

28. Napisati jednacinu ravni koja sadrzi tacku (3,1,1) i normalna je na ravnima 3z —
y+22+4=0izx+2y—2+5=0.

Uputstvo. Trazena ravan je komplanarna sa vektorima normala na date ravni.
29. Naéi presek prave i ravni

30. Naci projekciju tacke M(1,2,5) na ravan 7 : 2z +y — 2z = 0.
Uputstvo. Nadi presek ravni 7 i prave kroz M koja je normalna na 7.

r—2 y+3 =z
12

Uputstvo. Nadéi presek prave i ravni kroz M koja je normalna na tu pravu.

31. Naéi projekciju tacke M(3,2,1) na pravu
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32. Nadi potreban i dovoljan uslov da prave

= = 1 = =

2 3 2 3 4

x y—1 z—1 | z—x9 Y—Y 22— 20
1

pripadaju istoj ravni.

Resenje.

Prave pripadaju istoj ravni ako i samo ako nisu mimoilazne. Prema uslovu na strani
14, to ¢e biti ako i samo ako je

Ltoyo—lZo—l
1 2 3
2 3 4

=0

33. Ispitati da li se seku prave

r—1 y+2 z-5 |, -7 y—2
_ — = —1-2
5 —3 1 i 3 5 fracz ,

i ako se seku, nadi tacku preseka.

Resenje. Kako je (videti stranu 14)

6 4 —4 1 7 k
D;=1(2-34|=0, Dy=|2-3 4 |=-22+1675+ 13k #0,
32 =2 32 =2

zaklju¢ujemo da se prave seku.
Presec¢nu tacku dobijamo iz parametarskog oblika pravih:

r=2s+1, y=-35s—2, z=4s+5,
r=3t+7, y=2+2, z=-2t+1,
odakle izlazi da je

2s+1=3t+7
(20) —35—2=2t4+2
4s+5=-2t+1.
Sistem jednacina (20) ima jedinstveno resenje s = 0,t = —5, pa se smenom u jednoj od

parametarskih jednacina dobija da je x = 1,y = —2,2z = 5. Prema tome, date prave se
seku u tacki M(1,—-2,5).

34. Odrediti projekciju prave

rx—2 y+2 z-1
3 4 1

naravan x + 2y +3z+4 =0.

Uputstvo. Nacéi ravan koja sadrzi datu pravu i normalna je na datu ravan.



1.2. Ravan i prava u prostoru 19

35. Napisati jednaéinu prave koja sadrzi tacku A(3,2,1) i normalna je na pravoj g =
y z+1

4 3
ReSenje. Trazena prava seCe datu pravu u nekoj tacki B(2t,4¢t,3t — 1). Skalarni
proizvod vektora AB = (2t — 3,4t — 2,3t — 2) i vektora (2,4, 3) jednak je nuli, odakle je
t= %. Time je prava AB odredena.
Jednacina prave se moze na drugi nacin dobiti i kao presek dve ravni: jedne koja sadrzi
tacku A i datu pravu, i druge, koja sadrzi tacku A i normalna je na datoj pravoj.

z—1 z
36. Data je prava lg = % =1 iravan m: x + 2y — 2z = 0. Naéi jednacinu prave
l koja pripada ravni m, normalna je na pravoj [y i sadrzi njihovu tacku preseka.

Uputstvo. Vektor pravca trazene prave je vektorski proizvod vektora pravca prave
lo 1 vektora normale ravni 7.

37. Naéi pravu koja sadrzi tacku A(2,1,0) i preseca prave

z+1 y—1

z . B _z
2 1 3 ' T3 T4 71

Uputstvo. Vektor pravca trazene prave mozemo nadi iz dva uslova preseka dve prave
(videti stranu 14).

38. Da li je postoji prava koja sece prave

pod pravim uglom?

ResSenje. Date prave su mimoilazne, pa imaju zajednicku normalu, koja se dobija
kao presek ravni 5z — 11y +4z+5=01iravni x +y = 0.

39. Naci tacku simetriénu tacki A(2,7,1) u odnosu na ravan 7: x —4y + 2z +7 = 0.
Uputstvo. Neka je p prava koja sadrzi tacku A i normalna je na ravan 7, i neka
je Ao(wo,¥o0,20) presecna tacka te prave sa ravni m. Ako je A'(z',y,2’) tacka koja je
simetri¢na tacki A u odnosu na ravan 7, onda je

2+ 2 T+ 1+ 2

g T Ty AT

To =
Iz ovih jednakosti moZemo odrediti koordinate z’, 3, 2’ tacke A'.

40. Data su dva temena trougla ABC: A(—4,-1,2) i B(3,5,—16). Nadi trece teme
C, znajuéi da srediSte stranice AC pripada y-osi, a srediste stranice BC' pripada
ravni xz.
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1.3 Krive i povrsi
1.3.1 Uvod

U ovom odeljku izu¢avac¢emo razne nacine predstavljanja krivih u ravni i prostoru
i povrsi u prostoru. Upoznacemo se sa tipi¢cnim vrstama krivih i povrsi, koje imaju
vaznu ulogu u matematici i njenim primenama.

Pod krivom u ravni R? podrazumevamo jednodimenzionalni skup tacaka, odnosno
podskup S C R? takav da postoji bijektivno preslikavanje D — S, gde je D C R.
Kaze se i da tacka koja se kreée po krivoj ima jedan stepen slobode, $to znaci da
se polozaj tacke na krivoj moze odrediti pomoc¢u jednog realnog parametra.

Kriva u ravni moze biti zadata u eksplicitnom, implicitnom i parametarskom
obliku. U eksplicitnom obliku moze biti zadata kriva koja predstavlja grafik neke
funkcije u pravouglom koordinatnom sistemu, tj. skup tacaka (z, f(z)), = € D,
gde je f funkcija sa domenom D C R. Za razliku od funkcije, kod koje jednom
x odgovara samo jedno y, kod krive to ne mora biti. Kriva u implicitnom obliku
se zadaje pomocu neke relacije oblika F'(x,y) = 0, gde je F' proizvoljna funkcija
dve promenljive. Kriva u ovom slu¢aju bi bila skup svih tacaka (x,y) za koje
je F(x,y) = 0. Konacno, kriva u parametarskom obliku zadaje se pomocéu dve
jednacgine x = z(t), y = y(t), t € D, gde je D C R.

Primer 1. KruZnica sa centrom u (0,0) i polupre¢nikom 1 je jedna kriva u ravni.
Njen implicitan oblik je 22 4+y? —1 = 0. Ovom jedna¢inom nije definisana funkcija,
jer za jedno x imamo dva reSenja za y. Medutim, gornja polovina kruznice, na
primer, moze se izraziti u eksplicitnom obliku y = v/1 — z2, a donja u obliku y =
—+/1 — z2. Kruznica se moze izraziti i u parametarskom obliku, x = cost, y = sint,
gde je t ugao izmedu pozitivnog dela z-ose i vektora (x,y).

Povrs u prostoru je skup tacaka sa dva stepena slobode. Ona moze biti zadata
takode u eksplicitnom obliku (na primer, z = f(x,y)), implicitnom (F(z,y,z = 0)
ili parametarskom obliku sa dva parametra (z = x(s,t), y = y(s,t), z = z(s,1)).
Najjednostavnija povrs je ravan, koja se, kao Sto znamo, predstavlja svojom opstom
jednac¢inom oblika Ax + By + Cz + D = 0.

Kriva u prostoru je skup tacaka sa jednim stepenom slobode. U prostoru,
kriva se moze zadati kao presek dve povrsi, ili u parametarskom obliku, sa jednim
parametrom.

Primer 2. Jednacine
rx—1 y—-1 =z-1
12 3
odreduju pravu sa vektorom pravca l = (1,2, 3), koja sadrzi tacku M (1,1,1). Prava
je ovde u stvari odredena kao presek ravni 7 i mo, gde je

x—1 y-—1
: ="—, tj. 22—y—1=0
Us! 1 5 J r—y )

1 a1
Ty y?:zg .t 3y—2:-1=0.
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U parametarskom obliku, jednacine ove prave su

r=t+1, y=2t+1, z=3t+1, —o0 < t < +o00.

1.3.2 Neke krive u ravni i u prostoru
Svaka kriva moze se predstaviti u parametarskom obliku. Jednacine
v=ux(t), y=yt), z==z(), teD,

Cine jednu parametrizaciju krive. Svaka kriva ima beskona¢no mnogo parametrizacija,
jer se uvek parametar ¢ moze zamenti sa drugim parametrom s = g(t), gde je ¢
neko bijektivno preslikavanje. Ovde ¢emo u obliku primera navesti neke krive u
ravni i u prostoru, i njihove uobi¢ajene parametrizacije.

Primer 3. Posmatrajmo ponovo pravu iz primera 2, ¢ije su parametarske jednacine
r=t+1, y=2t+1, 2z=3t+1, —00 < t < 400.

Za t = 1, dobijamo tacku (2,3,4) na pravoj, pa je jos jedna parametrizacija iste
prave data sa

r=84+2, y=2s+3, z=3s+4, —00 < § < 400.

Ovo je isto kao da smo u prethodnoj parametrizaciji uveli smenu s = ¢+ 1.
Ako se parametar ograni¢i na neki interval, dobija se jedan deo prave. Na
primer, jednac¢inama

r=t+1, y=2t+1, z=3t+1, 0<t< 4+

definisana je poluprava sa po¢etkom u (1,1,1), dok je istim jedna¢inama ali uz
ogranic¢enje 0 < ¢t < 1 definisana duz koja spaja tacke (1,1,1) 1 (2,3,4).

Primer 4. Kanonska jednacina elipse je

gde su a i b pozitivni brojevi (poluose elipse). Elipsa ima osobinu da je zbir
rastojanja svake njene tacke do dve fiksne tacke (zize ili fokusi elipse) konstan-
tan. Ako je a > b, ZiZe elipse su tacke na z-osi, sa koordinatama (++v/a? — b2,0), a
zbir rastojanja svake tacke od ziza jednak je 2a. Tacka

Jednacina
(v — xo)z (y — y0)2 _
a? + b2 =1
takode odreduje elipsu, ali sa centrom u tacki (zo,yo). U posebnom slucaju kada
je a = b =r elipsa je kruznica sa centrom u (zg, yo) i polupreénikom r.
Uobicajeno je da se elipsa parametrizuje uzimajuéi za parametar ugao t izmedu

vektora polozaja tacke na elipsi i pozitivnog dela z-ose:

x =z +cost, y=yo+sint, t €0, 2n].
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Slika 10. Elipsa (elips)

Primer 5. Kvadratnom funkcijom
(21) y=az’ +br+c  abceR, a#0,

definisana je kriva koja se zove parabola. Kao §to znamo, ona je konveksna ako je
a > 0 i konkavna za a < 0; seée z-osu u dve tacke ako je D = b% —4ac > 0, dodiruje
je ako je D = 0 i nema preseka sa xz-osom ako je D < 0.

U jednacini (21), x i y mogu da zamene mesta; tako dobijena kriva se takode
zove parabola.

Slika 11. Parabole y = 2% +4x + 7 iz = y? + 2y — 1. (parab)

Primer 6. Hiperbola je kriva ¢ija je implicitna jednacina data sa
(22) "

Ova kriva ima asimptote y = £(b/a)x i seCe z-osu u tackama +a. Hiperbola je
i kriva ) )
) e

ali u drugacijem polozaju; ona sece y-osu u tackama =+b.
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Slika 12. Hiperbole 22/9 —y?/4 =11 (y —1)?/9 — (v — 1)?/4 = 1, sa svojim
asimptotama. (hiperb)

Kriva zy = 1 je takode hiperbola, ¢ije su asimptote koordinatne ose.

Hiperbola se moze parametrizovati na dva nacina. Posmatrajmo, na primer,
hiperbolu u obliku (22). Polazeéi od relacije ch 2t —sh?t = 1, odgovarajuca
parametrizacija krive (22) je

x = tacht, y=bsht, —00 < t < 400.

Hiperbola se moze parametrizovati i pomoc¢u trigonometrijskih funkcija:

a
= = —7/2 2 2 2).
T ot y = btgt, te (—mn/2,7/2)U(7/2,3m/2)

Hiperbola ima osobinu da je apsolutna vrednost razlike rastojanja njenih tacaka
od dve fiksne tacke (fokusa) konstantna. Koordinate fokusa hiperbole u jednaécini

(23) su (£va? + b2,0).

Primer 7. Posmatrajmo jednu tacku M na kruznici koja rotira bez klizanja duz
jedne prave. Kriva koju pri tome opisuje tacka M zove se cikloida.

Slika 13. Cikloida (ciklo)

Za parametar se moze uzeti ugao t koji tacka M opise po kruznici. Ako je
pocetni polozaj bio u koordinatnom pocetku, tada je (videti sliku 13):

x(t) = Rt — Rsint, y(t) = R — Rcost, teR.
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Primer 8. Kriva u prostoru ¢ije su parametarske jednacine
r =cost, y=sint, z=t, —o00 <t < 400,

zove se zavojnica. Grafik je prikazan na slici 14.

Slika 14. Zavojnica (zavoj)

Primer 9. Rotacijama i translacijama krivih koje smo uveli u prethodnim primer-
ima, dobijaju se krive ¢ije z-y jednaine mogu da postanu komplikovane. Postoji
teorija tzv. krivih drugog reda, iz koje proizilazi da svaka jednac¢ina oblika

Az + By> + Coy+ Dz +Ey+F =0

predstavlja prabolu, hiperbolu, elipsu, dve prave koje se seku, jednu pravu ili jednu
tacku. Ne ulazeéi u detalje te teorije, pokazac¢emo kako se moze odrediti koja kriva
je zadata jednac¢inom

22 4+ 4y® + 2z — 6y = 0.

Dovodenjem izraza na potpuni kvadrat, nalazimo da je
22+ 4y? + 20 — 6y = (x+1)> — 1+ 4(y — 3/4)* —9/4,
tako da se data jedna¢ina moze napisati u obliku

(@+1?  (y—3/47 _,
13/4 13/16

a to je jednacina elipse.

Zadaci
41. Skicirati krive u ravni i napisati njihove x —y jednacine (eksplicitne ili implicitne):

a) x=—-1+t, y=2—-1t, teR,
b) r=-1+t} y=2-12 teR,
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c) x =cos’t, y=sin’, t € R,

d) z=1t% y=13 teR,

e) v=t>—4, y=1—t, teR,

f) x =sint, y =cos2t, t € [0,2m),

g) x =cost, y = —3 +sint, t € [0,2m),

h) z =3cost, y =2sint, ¢ € [0,2m),

i) z =1/cost, y=tgt, t € (—7/2,7/2)
42. Parametrizovati krive:

a) 2z — 3y =6,

b) 2% = 4ay, a >0,

c) (z—a)’+(y—b)?*=r?

d) 22/9+y?/25=1, = > 3,

e) 22/9 —y?/25, <3,

f) Duz koja spaja tacke A(—1,0,2) i B(2,3,3).

43. Nacrtati krive u prostoru zadate parametarskim jednac¢inama:

a) z(t) =2, yt) =1, z(t) =t, t e R,
b) z(t) =t, y(t) =t, 2(t) =t, t€[-1,1],
c) z(t) =2cost, y(t) = 3sint, z(t) =5, t € [0,27).

1.3.3 Neke povrsi u prostoru
Cilindri¢ne povrsi

Najjednostavnija povr§ u prostoru je cilindri¢na povrs ili cilindar. Cilindar se
obrazuje tako Sto se pode od jedne krive u nekoj ravni (direktrisa ili osnovica
cilindra) i jedne prave linije (generatrisa ili izvodnica). Cilindricna povrs je
skup tacaka pravih konstruisanih kroz svaku tacku osnovice, paralelno izvodnici.
Najjednostavnija jednacina cilindra dobija se kada se koordinatni sistem postavi
tako da je jedna koordinatna osa paralelna izvodnici. U tom slu¢aju, jednacina
cilindra ima samo dve promenljive, a ne sadrzi promenljivu ¢ija je koordinatna osa
paralelna izvodnici.

Primer 10. Jednac¢inom
2?+y’=1, z€eR,

odreden je jedan kruzni cilindar ¢ija je osnovica kruznica u xy-ravni, a izvodnice
su paralelne z-osi. Na slici 15 prikazan je ovaj cilindar, zajedno sa cilindrima

|zl +ly=1, 2z€R i z=2% yecR.
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Slika 15. Cilindri¢ne povrsi (cili)

Rotacione povrsi

Rotaciona povrs nastaje kada neka ravna kriva rotira oko neke fiksirane prave.
Najjednostavniji oblik dobija se kada je ta prava jedna od koordinatnih osa, a kriva
pripada jednoj od koordinatnih ravni. Na primer, ako oko ose y rotira kriva data
jednac¢inom z = f(y), dobiée se rotaciono telo ¢ija svaka tacka (x,y, z) zadovoljava

jednaginu 22 + 22 = f2(y).
Primer 11. Na slici 16 predstavljene su tri rotacione povrsi:

o Sfera 22 4+ y? 4+ 22 = R? dobija se kada kriva z = 1/ R? — y2 rotira oko y-ose;

e Rotacijom krive x = 1/z, z > 0, oko z-ose, dobija se rotaciona povrs x?+y? =
1/2%

e Rotacijom poluprave y = z/3 oko z-ose dobija se rotaciona povrs y2+2% = "”—92.

Slika 16. Tri rotacione povrsi (rotpov)

Zadaci
44. Skicirati cilindre:
a) 2° =4y
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b) z =logu;
c) y? — 22 = 16;
d) y=|z|.

45. Naéi jednagine rotacione povrsi i skicirati je je, ako:
a) x? = 4y rotira oko y-ose;
2 .
b) z =e" rotira oko z-ose;

c) y?z = 1 rotira oko z-ose.

46. Skicirati rotacione povrsi i naéi jednaéinu krive koja rotira:
a) 22+ 22— 92 =0, 22 + 2% < 4
b) 22+ 22 = |yl;
c) 22 +y* = —logz;
d) z* — 1622 = 16y>.

Povrsi drugog reda

Opsta jednacina povrsi drugog reda glasi
Az + By? + C2> + Day+ Eza + Fyz+ Gx + Hy + Jz + K = 0.

U nastavku ovog odeljka ¢emo, u obliku primera, uvesti neke od ovih povrsi, u
polozajima u kojima imaju jednostavne jednacine.

Primer 12. Povrs zadata jednac¢inom

2 2 2
x y z¢
¥+bi2+672_1’ a,b,c>0
zove se elipsoid. Iz ove jednacine izlazi da je |z| < a, |y| < b1i|z| < ¢ (inace bi leva
strana jednacine bila veéa od 1). Osim toga, presek ove povrsi sa bilo kojom ravni
(u okviru navedenih ogranic¢enja za x,y, z) koja je paralelna nekoj od koordinatnih
ravni je elipsa. Na osnovu toga se moze videti da elipsoid izgleda kao na slici 17.

Primer 13. Jednostrani hiperboloid je povrs zadata jedna¢inom

22 g2 2
72_’_72_72:17 a,b,c>0.
a b c
Na ovom primeru ¢emo detaljno pokazati kako se povrs mozZe nacrtati na osnovu
preseka.

e Preseci sa osama: Ako stavimo z = 0,y = 0, vidimo da povr§ nema preseka
sa z-osom. Presek sa x-osom je u tackama x = +a, a sa y-osom u tackama
y = %b.
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Slika 17. Elipsoid (elipsd)

e Preseci sa ravnima z = K su elipse, za svako K € R.

e Presek sa ravni z = K je kriva

Za |K| < a ovo je hiperbola koja sece y-osu.
Za |K| > a, dobija se hiperbola koja sece z-osu.
Ako je K = +a, ovo su dve prave z = £7y.

e 7Zbog simetrije, preseci sa ravni y = K su iste vrste kao sa ravni y = K.

Slika 18. Jednostrani hiperboloid (hiperbl)

Na slici 18 predstavljena je povrs jednostranog hiperboloida, zajedno sa nekim
njegovim presecima. Ova povr§ ima zanimljivu osobinu da se moze konstruisati
samo od pravih linija, §to se i u praksi koristi za konstrukciju objekata ovog oblika.

Primer 14. Dvostrani hiperboloid je povrs zadata jednac¢inom

$2 y2 252

a2 b2 2
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Iz ove jednacine dobija se da je y?/b* > 1, §to znaéi da je povrs razdvojena na
dva dela duz y-ose, za y < —biza y > b. Preseci sa ravnima z = K i z = K su
hiperbole, a preseci sa ravnima y = K su elipse. Na osnovu toga, mozemo zakljuciti
da ova povrs izgleda kao na slici 19.

Slika 19. Dvostrani hiperboloid (hiperb2)

Primer 15. Konusna povrs je data jedna¢inom

2 2 2
!
a b2 2
Preseci sa ravni z = K su elipse ili tacka (0,0) za K = 0, a preseci sa ravnima
z = K ili y = K su hiperbole ili dve prave (za K = 0).

Slika 20. Konusna povrs (konus)

Primer 16. Elipticki paraboloid je povrs zadata jednacinom

562 y2

Preseci sa ravnima z = K > 0 su elipse, a preseci sa ravnhima ¢ = K i y = K su
parabole.
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Slika 21. Elipticki paraboloid (elparb)

Primer 17. Hiperbolicki paraboloid je zadat jednac¢inom

Preseci sa ravnima z = K > 0 su hiperbole koje seku y-osu, a za K < 0 to su
hiperbole koje seku z-osu. Preseci sa ravnima x = K ili y = K su parabole. Zbog
svog oblika, ova povrs se zove i sedlasta povrs.

Slika 22. Hiperboli¢ki paraboloid (hiparb)

Naravno, u svim navedenim primerima, koordinate x,y, 2 mogu se proizvoljno
permutovati; vrsta i oblik povrsi ostaju isti. Prema tome, povr§ oblika

$2 y2 Z2

bice elipsoid ako su svi znaci +, jednostrani hiperboloid ako ima jedan znak — a
dvostrani sa dva znaka —. Povr§

$2 y2 22
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je konus ako ima jedan ili dva znaka —, i tacka (0,0, 0) ako su svi znaci + ili svi —.
Konaé¢no, povrsi obika

2 2 2 2 2 2

B e - I s

a b2 2 a? b2 T 2

su paraboliodi; elipti¢ki sa oba ista znaka, i hiperboli¢ki sa razli¢itim znacima.

Zadaci
47. Ispitati koja je povrs zadata slede¢im jednacima i skicirati je:
a) 22 +y2+22=1,y<0;
b) 922 + 9y? + 2% = 36;
c) 4z? — 9y* + 922 = 36;
d) 4z? —9y? — 2% = 36;
e) x? + 5y? = 822
f) 2 =4—22% - 3y%
g) 22 +22=1,0<y<1;
h) 2% =1-2y+y?%
i) 22492 +22 -2y -2z +1=0;
j) 2?4y — 2% — 4y =0;
k) 22 — 9> +224+2y+3=0.

48. Napisati jednac¢inu skupa tacaka ¢ije rastojanje do ose y je dvostruko veée od
rastojanja do ravni zz. Koja je to povrs?

49. Nadi jednacinu cilindra &ija je osnovica kriva C koja se dobija kao presek sfere
22 + 9% +2%2 = 1iravni y + 2z = 0, a izvodnica paralelna z-osi. Zatim nadi
projekciju krive C' na ravan zy.

ResSenje. Jednacina cilindra se dobija kada se eliminiSe z iz jednacina kojima se
definige kriva C: z? + 2y% = 1, z € R. Projekcija krive C na zy-ravan je presecna kriva
ovog cilindra i ravni zy, tj. elipsa z* +2y*> =1, z = 0.

50. Povrsi 2 = 1 — 22 i z = 22 + 32 seku se po krivoj C. Naéi Da li je C kriva u jednoj
ravni? Naéi projekciju te krive na ravan zy.
1.3.4 Krivolinijske koordinate
1.3.5 Polarne kooordinate u ravni
1.3.6 Cilindricne koordinate u prostoru
1.3.7 Sferne koordinate u prostoru

1.3.8 Parametrizacija povrsi u prostoru
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Funkcije vise promenljivih

U matematickim modelima koji se koriste u fizici i tehnici, funkcije jedne
promenljive nisu dovoljne za opisivanje zavisnosti izmedu fizickih veli¢ina. Cak i u
najjednostavnijim relacijama kao §to je na primer OHMov zakon U = RI ili
formula za izra¢unavanje predenog puta s = vt, pojavljuju se funkcije vise
promenljivih. U ovoj glavi, pored funkcija vise promenljivih, izu¢avamo i njima
srodne jednacine krivih i povrsi.

32
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2.1 Uvod

Jedan deo materijala koji izlazemo u ovoj glavi je preuzet iz M2 i ovde je ukljucen
radi kompletnosti.
Najpre dajemo definicije osnovnih pojmova.

e Oznacimo sa R skup svih uredenih n-torki realnih brojeva oblika
€= (T1,22,...,%n), ne€R, 1<i<n.

Uvodimo konvenciju da ako & € R™, onda je x; oznaka za i-tu komponentu
uredene n-torke x.

e Skup R"™ ¢ini vektorski prostor nad poljem skalara R, ako se uvedu operacije
sabiranja i mnozenja skalarom na uobic¢ajeni nacin:

c+y=(x14+y1,. s Tn+ Yn), ax = (azq,...,az,), a€R.

Pod vektorom podrazumevamo svaki element € R"”, a x; je i-ta koordi-
nata vektora x.

e Euklidska metrika, odnosno norma, na R" se definiSu sa

Skup R" sa euklidskom metrikom (normom) zove se i n-dimenzionalni euklid-
ski metricki (normirani) prostor. Izbor euklidske metrike uslovljen je prirod-
nom percepcijom prostora R3, koji je model naseg ”obiénog” prostora u kome
zivimo i u kome vazi Pitagorina teorema.

Pod funkcijom n promenljivih podrazumevamo preslikavanje f nekog skupa
D c R" (domena funkcije f) u skup realnih brojeva R. Prema tome, funkcija f
dodeljuje svakoj tacki « € D jednu isamo jednu vrednost y = f(x) = f(z1,...,2Zn).
Koordinate tacke € D zovu se (nezavisne) promenljive, dok se dodeljena vrednost
y zove zavisna promenljiva. U fizici i tehnici, funkcije viSe promenljivih imaju
primenu u matematickim modelima realnih sistema.

Primer 18. NEwWTONov zakon gravitacije utvrduje izraz za silu F' gravitacionog
privlacenja dva tela masa m; i mo koja se nalaze na medusobnom rastojanju r:

mims
2 b)

1 F=

(1) ta
gde je v gravitaciona konstanta, vy ~ 6.7 - 107''Nm?/kg®. U jednakosti (1),
nezavisne promenljive su mi,ms i r, a zavisna promenljiva je sila F', koja je,
prema izlozenom, funkcija tri nezavisne promenljive. Napomenimo da su termini
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shezavisne” i ,zavisne” promenljive stvar konvencije, jer se (1) moze napisati i u
obliku
(2) Fr? —ymymy = 0,

u kome su sve promenljive ravnopravne.

Primer 19. Ako se dva otpornika, otpornosti Ry i Ry povezu redno, efekat je isti
kao da imamo jedan otpornik sa otpornoséu

R =R+ Ry,

a ako se povezu paralelno, efektivna otpornost je

Ry
a Ry —|—R2'

U opstem slucaju, ako imamo otpornicku Semu sastavljenu od n otpornika sa ot-
pornostima Ry,..., R,, ukupna otpornost je neka funkcija n promenljivih,

R=f(Ri,....Ry).

Primer 20. Pri odredivanju domena funkcije koja je zadata analitickim izrazom,
rukovodimo se pravilima koja vaze i za funkcije jedne promenljive. Ilustrova¢emo
postupak na nekoliko primera.

Domen funkcije
rT+y
T —y

je R? bez prave x = y (deljenje sa nulom nije definisano).

Funkcija
falz,y) =vr—y

definisana je u poluravni > y (koren negativnog broja nije realan).
Za funkciju

fl(x’y) =

f3(‘r7y) = xyv

oblast definisanosti je desna poluravan, tj. x > 0,y € R. Ovo je delimi¢no konven-
cija, jer je vrednost ¥ definisana i u nekim tackama van ovog domena, na primer
zax € {—1,-2,...},y € Z. Medutim, jedino na navedenom domenu vazi da je

Y = eylogm,

$to se uklapa u opStu Semu definisanja funkcija pomocu eksponencijalne i logarita-
mske funkcije. O

Kao i u jednodimenzionalnom sluc¢aju, funkcija vise promenljivih moze biti za-
data eksplicitno, implicitno ili parametarski. Dok je eksplicitnom relacijom uvek
zadata jedna funkcija (jednoj uredenoj n-torki vrednosti nezavisnih promenljivih
dodeljuje se najvise jedna vrednost funkcije), implicitnom ili parametarskom jedna¢inom
moze biti zadata i proizvoljna kriva ili povr§, odnosno u opstem slucaju neki skup
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tacaka u n + 1-dimenzionalnom prostoru (jednoj uredenoj n-torki vrednosti neza-
visnih promenljivih moze odgovarati vise vrednosti zavisne promenljive).

U eksplicitnom obliku y = f(z1,...,z,) promenljive z1,...,x, su nezavisne,
dok je y zavisna promenljiva ¢ija je vrednost jednozna¢no odredena u svakoj tacki
x = (z1,...,o,) € D. Na primer, relacijom y = In(e®* + x5) definisana je jedna
funkcija u eksplicitnom obliku, na domenu D na kome je e** 4+ zo > 0.

U implicitnom obliku promenljive su simetri¢ne, tako da zavisna promenljiva
nije unapred izdvojena. Na primer, jednakoséu

(3) 4yt 422 =1

definisan je skup tacaka jedini¢ne sfere u prostoru. Fiksiranom paru (z,y) odgo-
varaju dve, jedna ili nijedna vrednost z tako da vazi jednakost (3). Stoga ovom
relacijom nije definisana funkcija. Ako se uzme da su x,y nezavisne promenljive u
oblasti u kojoj je 2 + y? < 1, onda za svaki par (r,y) postoji samo jedno z > 0
takvo da tacka (z,y,x) pripada jedini¢noj sferi; na taj nac¢in je definisana funkcija
z(z,y), koja odgovara nenegativnom resenju jednacine (3) po z.

Parametarski oblik se uglavnom koristi za opisivanje krivih i povrsi. Medutim,
svaka funkcija n promenljivih se formalno moze napisati i u parametarskom obliku,
uvodenjem n parametara. Parametri se obi¢no uvode sa ciljem da se pojednostave
jednacine kojima je funkcija zadata.

Funkciju jedne promenljive obi¢no predstavljamo u obliku grafika u zy-ravni.
Za predstavljanje funkcije dve promenljive sluzimo se ,grafikom” u zyz-prostoru,
odnosno projekcijom ovog trodimenzionalnog objekta na papir ili ekran ra¢unara.
Funkcije tri i viSe promenljivih ne mogu se predstaviti na analogan nacin, jer bi
to zahtevalo geometriju prostora dimenzije veée od 3. Ipak, delimi¢na vizuelna
predstava se moze ostvariti pomocu trodimenzionalnih ”preseka”, kao na slici 24.

Slika 23. 3D grafika. (3dgraf)

Tradicionalno se u kursevima kao $to je ovaj, detaljno izucavaju uglavnom
funkcije dve promenljive, i u tome ovaj udzbenik nece biti izuzetak. Razlog takvom
pristupu je jednostavnost pisanja formula i geometrijska ociglednost. S druge
strane, veliki broj osobina se analogno prenosi na slucaj vise od dve dimenzije,
tako da se ograni¢enjem na dve dimenzije ne gubi mnogo. Ipak, ¢italac treba da
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Slika 24. 4D grafika. (4dgraf)

zna da se u viSe dimenzija mogu pojaviti neoc¢ekivane teskoce; na neke od njih ée
biti upozoren u tekstu.

2.2 Granic¢ni procesi i neprekidnost

S obzirom da skup R"™ sa euklidskom metrikom ¢ini metricki prostor, odnosno
normirani vektorski prostor sa euklidskom normom, definicija grani¢ne vrednosti
se uklapa u opS$ti pojam grani¢ne vrednosti operatora u metrickim prostorima.

Definicija 2.1 Neka je f funkcija koja preslikava skup D C R™ u skup realnih
brojeva i neka je a tacka nagomilavanja skupa D. Kazemo da je realan broj L
granic¢na vrednost funkcije f kad * — a ako vazi:

(Ve >0)(3F0>0) (Ve € D) 0<d(x,a)<d=|f(x)—L|<e,
pri ¢emu je sa d oznacena euklidska metrika. Ako je L grani¢na vrednost funkcije
f kad  — a, pisSemo whma f(x) = L.
—

Specijalno, u slucaju funkcije dve promenljive, f(z,y) : (x,y) € D — R realan
broj L je grani¢na vrednost funkcije f kad (z,y) — (a,b) ako vazi

(Ve > 0)(36 > 0)(V(z,y) €D) 0<(z—a)*+(y—b? <= |f(z,y)—L|<e,
gde je D C R? domen posmatrane funkcije.

Umesto euklidske metrike, u definiciji 2.1 moze se uzeti svaka metrika koja je
ekvivalentna euklidskoj. Navodimo dve takve metrike

(4) dm (@, y) = max{|z; —yi| [ 1 <i <n};

(5) ds(x’ y) = Z |xz - yi|'

Kakvu god metriku uzeli, definicijom 2.1 grani¢na vrednost funkcije  — f(x)
kad £ — a definiSe se kao realan broj L koji ima osobinu da se u svakoj njegovoj
e-okolini nalaze slike svih tacaka neke d-okoline tacke a, izuzev eventualno slike
same tacke a.
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Primer 21. Ako se umesto euklidske metrike na skupu R? posmatra njoj ekvi-
valentna metrika d,,,, dobija se ekvivalentna definicija grani¢ne vrednosti funkcije
f(z,y) kad (z,y) — (a,b):

(Ve > 0)(30 > 0)(V(x,y) € D)

|J3—CL| <4 A |y_b| <d A (Z‘,y) 7& (avb):> |f(a:,y)—L\ <é&.

Sa metrikom d, dobija se jos jedna ekvivalentna definicija:
(Ve >0)(30 >0)(V(z,y) D) O0<|z—a|+|y—bl<d=|f(x,y) — L| <e.

Umesto ( %Hn( . f(z,y), kod funkcija dve promenljive obi¢no se upotrebljava
x,y)—(a,

oznaka xli_r)nQ flx,y).
y—b
Primer 22. Ispitajmo da li postoji

2 .3
lim 2 —9Y

r—0 3 2
y—>0x +y

Neka je f(x,y) funkcija ¢iji se limes trazi. Ako postoji limes, recimo L, onda je
ilim f(an,yn) = L za svaki niz tacaka {(x,,yn)} koji konvergira ka (0,0). To onda
znadi da je lim f(zy, kxy,) = L za svako k i za svaki niz {z,,} takav da je limz,, = 0.
Iz toga zaklju¢ujemo da je i ili% f(z, kx) = L. Drugim rec¢ima, limes je jednak L po
svakoj pravoj koja prolazi kroz koordinatni pocetak. Ova Cinjenica omoguéava da
se ispitaju grani¢ne vrednosti funkcija dve promenljive: Stavi se y = kx i za razne
vrednosti k nade se limes tako dobijene funkcije jedne promenljive. Ako se dobijaju
razli¢ite vrednosti, grani¢na vrednost ne postoji; ako uvek dobijamo istu vrednost
L, onda je to indikacija da limes postoji i da je jednak L, pa onda to pokuSavamo
i da dokazemo po definiciji.

U datom primeru, ako stavimo da je y = x, imamo da je f(z,z) = (22 —
22)/(z® +2%) i1 ilgb f(z,x) = 1. Ako je, na primer, y = 2z, dobija se da je
f(x,22) = (22 — 82%) /(2 +42?) — 1/4 kad  — 0. Kako se po razli¢itim pravama
dobijaju razliciti limesi, zaklju¢ujemo da grani¢na vrednost funkcije f(z,y) kad
(z,y) tezi ka (0,0) ne postoji.

Primer 23. Ispitajmo grani¢nu vrednost

2 2
L= g D0
=20 o+ [yl

Nije tesko videti da je grani¢na vrednost po svim pravama y = kz jednaka nuli.
Ovo jos nije dokaz da je i L = 0, ali je indikacija da je to mozda tako. Proverimo
da li je ispunjen uslov iz definicije. Kako je

2 2 2

2 2 2

r°+y x Y x Y

|f(z,y)| = = + < =+ =zl + |yl
[+ 1yl lzl+ 1yl 2l +yl T =yl
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vazi implikacija
ds((2,9),(0,0)) = |z| + |yl <e = [f(z,9)] <&,
odakle sleduje da je L = 0.

Primer 24. Odredimo
sin |zy|
im ———.
v =8 |zl + 1yl
Jednostavnim transformacijama dobijamo

sin|zy|  sin|zy] lzy|  sin|zy|

1
= = i -

Prema poznatim rezultatima iz funkcija jedne promenljive, prvi faktor ima grani¢nu
vrednost 1, a drugi tezi ka nuli, pa je i trazena grani¢na vrednost jednaka nuli. O

Ako se grani¢na vrednost definige pomoc¢u okolina (videti primedbu iza definicije
2.1), onda nije tesko definisati grani¢nu vrednost funkcije u slu¢aju da neke (ili sve)
kordinate teze ka +oo. Naime, okolina +oo definiSe se kao interval (K, 400), tako
da je, na primer, lim z —»a f(z,y) = L ako i samo ako

Yy — 400

(Ve >0)(F0 > 0)(3K > 0)(V(x,y) € D) |z—a|<dAhy>K=|f(z,y) — L| <e.

Na slican nac¢in definise se beskonacna grani¢na vrednost funkcije: :éima = 400 ako
—

i samo ako

(VK >0)(F30>0) (Ve e D) 0<d(z,a)<d= f(x)> K.

Slika 25. Okoline tacaka (a,+00) i (+00,b). (sokobes)

Primer 25. Odredi¢emo

r+y

= oo p2 _ 2
y~>+oox xy-i—y
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Primetimo najpre da je
2® —xy+y° = (x —y)® + 2y > ay,
odakle nalazimo da je (za pozitivne z i y)

z+y 1

0< z+y < 7+1’

— 22 — ay + 92 Ty Y

pa je trazena grani¢na vrednost jednaka nuli. O

Kao i u opstem metrickom prostoru, pojam neprekidnosti se zasniva na pojmu
grani¢ne vrednosti.

Definicija 2.2 Funkcija  — f(x) neprekidna je u tacki a ako je

lim f(z) = f(a).

r—a

Pri tome se pretpostavlja da tacka a pripada domenu funkcije f i da je njegova
tacka nagomilavanja.

Sve funkcije vise promenljivih koje se izrazavaju pomocéu konaé¢no mnogo ele-

mentarnih funkcija jedne promenljive, neprekidne su u svakoj tacki svog domena.

To prakticno zna¢i da funkcije koje su zadate analitickim izrazima, kao one u
primeru 20, mogu imati prekide samo na granici domena.

2.3 Diferencijabilnost i parcijalni izvodi

2.3.1 Diferencijal i parcijalni izvodi prvog reda

Ako je  — f(x) realna funkcija jedne promenljive, njen izvod u tacki x se definise

kao
flz+h) = f(z)
B

Ovaj izraz se ne moze generalisati na dve promenljive, jer bi u tom sluc¢aju h
trebalo da bude dvodimenzionalna promenljiva, pa koli¢nik ne bi imao smisla. Ipak,
moguca je generalizacija na drugi nac¢in. Glavno svojstvo diferencijabilne funkcije
jedne promenljive da se ona moze linearizovati u nekoj okolini tacke xg u kojoj je
diferencijabilna. To znaéi da postoji realan broj A takav da je

f'(@) = lim

f(zo + Az) — f(zo) = AAz 4 o(Ax) (Az — 0).

Dakle, prirastaj funkcije se za dovoljno malo Az moze aproksimirati linearnom
funkcijom od Az; pokazuje se da je u tom sluéaju A = f'(zg) i da je ta linearna
funkcija u stvari diferencijal.
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Ovu osobinu ¢emo generalisati za slucaj funkcije vise promenljivih i uzeti je za
definiciju diferencijabilnosti. Neka je a = (a1,...,a,). Za dati vektor prirastaja
argumenata h = (hy,...,h,), dobija se prirastaj funkcije f(a + h) — f(a). Linear-
nu funkciju AAz treba zameniti linearnim operatorom koji preslikava vektor h u
skup realnih brojeva. Jedini takav operator jeste preslikavanje definisano skalarnim
proizvodom (A, h), gde je A neki konstantni vektor iz R"™. Na taj na¢in dolazimo
do sledece definicije.

Definicija 2.3 Neka je funkcija n promenljivih @ — f(x) definisana u nekoj
okolini tacke a € R™. Kazemo da je funkcija f diferencijabilna u tacki a ako
postoji konstantan vektor A € R" takav da je

(6) fla+h) = f(a) = (A,h) +o([h]),  (h—0),

odnosno, u razvijenom obliku

flar +hy,az + ha, . an + hn) = f(a1, a9, an) =Y Aghi + o(|[R]).
k=1

U definiciji 2.3 podrazumeva se da je ||h|| euklidska ili njoj ekvivalentna norma.
Da bismo razjasnili osnovne pojmove, posmatrajmo slucaj funkcije dve promenljive.

Prema definiciji 2.3, funkcija dve promenljive (z,y) — f(z,y) diferencijabilna
je u tacki (xo,yo) ako i samo ako je

flrot+Ax, yo+Ay)—f(xo, yo) = A1 Az+AsAy+o(|Az|+|Ay])  (Az — 0, Ay — 0).
Stavimo da je Ay = 0, Az # 0 i podelimo obe strane poslednje jednakosti sa Ax:

J(xo+ Az, y0) — f(zo,90) o(Ax)
Az = A+ Az

Odavde se vidi da postoji limes koli¢nika (f(xo+ Az, yo) — f(x0,v0))/Ax kad Az —
0 i da je taj limes jednak A;. Kako smo ovde fiksirali drugu promenljivu y = yq
i posmatrali limes koli¢nika prirastaja funkcije jedne promenljive x — f(z,yo) i
prirastaja argumenta Az, dobili smo u stvari izvod funkcije z — f(x,0); to je tzv.
parcijalni izvod funkcije f(z,y) po argumentu x, u oznaci 3=

Ay = 9f (20, yo) _ of(z,y) ‘ B  — lim f(@o + Az, yo0) — f(o0,%0) .
Ox Ox TTIOYTY Azo Az

(Az — 0).

Na analogan nacin definiSe se parcijalni izvod po argumentu y:

_ 0f(z,y) | — lim f(@o,y0 + Ay) — f(xo,y0)
ay T =To,Y = Yo Ay—0 Ay :

Ay
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Dakle, ako je funkcija f diferencijabilna u (zo,yo), onda postoje parcijalni izvodi
po obe promenljive i kad |Az| 4+ |Ay| — 0 imamo da je

8f($o,y0)Ax+ 8f(l"o,yo)
or oy

f(zo+ Az, yo + Ay) — f(z0,y0) = Ay +o(|Az| + |Ay]).

Opisani postupak moze se bez teskoc¢a preneti i na slucaj funkcije vise od dve
promenljive. Neka je f : @ — f(x) funkcija n nezavisnih promenljivih koje posma-
tramo kao vektor @ = (z1,...,z,). Parcijalni izvod po promenljivoj x; u nekoj
tacki @ € R™ definise se sa

0f(a) _ 0f(x)

| — lim flat,...;a;+hy oo an) — flag, oo a4, . ap)
8.731' 8561 r=a h—0 h '

Formalno, nema razlike u nalazenju ,,obi¢nih” izvoda jedne promenljive i par-
cijalnih izvoda vise promenljivih, jer u poslednjem sluc¢aju trazimo takode izvod
funkcije jedne promenljive - to je funkcija f kod koje su sve promenljive osim jedne
fiksirane.

Primer 26. 1° Ako je f(z,y) = 2%y3, onda je

of (x,y)
dy

of (x,y)

= 27y°
ox e

= 3z%y3.

of
ox

smatramo da je y =const, dok pri nalazenju %ch smatramo

Dakle, pri nalazenju
da je x =const.

2° Za f(x,y,z) = e* sinzy imamo da je

of (x,y, 2)
ox

of (x,y,2)
oy

of (x,y, 2)
0z

= ye® cos xy, = xe” cos 1y, =e’sinxy. O

Za fiksirane vrednosti prirastaja nezavisnih promenljivih definiSemo diferencijal
funkcije © — f(x) u tacki * = @ pomocu

Af(@) = Af@) o =3 g, =3 Mgy

i=1

gde je, kao i u jednodimenzionalnom slucaju, dz; = Ax;.

Na primer, za funkciju dve promenljive diferencijal u tacki (zg,yo) definisan je
sa
0 9]
f(flfo,yo)dgg+ f(xovyo)dy.

or dy

df(zo,yo) =
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Prema definiciji 2.3, funkcija dve promenljive je diferencijabilna u tacki (zo,yo) i
njen diferencijal je A1 Ax + AsAy ako i samo ako je

f(.%‘o + A$7y0 + Ay) — f(.’l?o, yo) — AlA.’I} — AgAy _

0.
[(Az, Ay)||

Analogno tvrdenje vazi i za vise od dve promenljive.

Vektor cije su komponente parcijalni izvodi funkcije u datoj tacki nazivamo
gradijentom funkcije u toj tacki, u oznaci grad f:

df(a) 9f(a) Gf(a))
Ox1 = Oxy ' Oxpy )

grad f(a) =grad f(z) |y —q = <

Primer 27. Neka je f(z,y) = xlogy. Diferencijal ove funkcije u proizvoljnoj tacki
(2,y) je

df(z,y) = MAQEJF MAy —logy - Az + ZAy.
ox y y
Diferencijal u tacki a = (2, 3) je
2
df(2,3) =log3- Az + gAy.

Gradijent u proizvoljnoj tacki (z,y) je

X
grad f(z,y) = (logy, y) ,

a gradijent u tacki a = (2,3) je

2
grad f(2,3) = <1og37 3) . O
Uvodenjem pojma gradijenta, diferencijal se moze napisati u obliku skalarnog
proizvoda vektora gradijenta i vektora prirastaja argumenata:
df(x) = (grad f, Az).

Odavde vidimo da gradijent u viSedimenzionalnom slu¢aju ima isto znacenje kao
izvod u jednodimenzionalnom.
Na isti nacin kao u slu¢aju dve promenljive, pokazuje se da vazi sledeta teorema.

Teorema 2.1 Ako je funkcija © — f(x) diferencijabilna u tacki a € R"™, tada
ona u toj tacki ima konacne parcijalne izvode po svim promenljivim i vazi da je

(7) fla+h)—f(a)= df(a)+o([h])  (h—=0). O
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Prema formuli (7), prirastaj diferencijabilne funkcije se, isto kao i u jednodi-
menzionalnom slu¢aju, moze aproksimirati diferencijalom.

Teorema 2.1 tvrdi da je diferencijabilnost funkcije dovoljan uslov za postojanje
konaé¢nih parcijalnih izvoda po svim promenljivim. Za razliku od jednodimenzion-
alnog slucaja, to nije i potreban uslov: konacni parcijalni izvodi mogu postojati
iako funkcija nije diferencijabilna. To pokazuje sledeé¢i primer.

Primer 28. Neka je f(z,y) = ||+ |y| — ||z| — |y||. Tada je

M:hmwzo i na isti nadin M:O.
or z—0 T oy
Prema tome, df(0,0) = 0. S druge strane,
2| + [yl | + [yl

nema grani¢nu vrednost kad |z| + |y| — 0, pa funkcija nije diferencijabilna u (0, 0).
a

Dovoljan uslov diferencijabilnosti dat je u sledecoj teoremi.

Teorema 2.2 Ako u nekoj okolini tacke a € R™ postoje parcijalni izvodi funkcije
f po svim promenljivim i neprekidni su (kao funkcije n promenljivih) u tacki a,
tada je funkcija f diferencijabilna u tacki a.

2.3.2 1Izvod u pravcu

Zamislimo da se penjemo na brdo i da u svim pravcima mozemo da se kreéemo
istom brzinom. Kojom putanjom treba da idemo da bismo najbrze stigli na vrh
brda? Ocigledno - najkracom, ali pitanje je kako da odredimo najkra¢i put, jer
brdo je prekriveno sumom i vrh se ne vidi. Onda, logi¢no je da (ako brdo ima samo
jedan vrh) u svakom koraku biramo najstrmiji put, dakle onaj pravac u kome visina
najbrze raste. Na taj nac¢in éemo najbrze do¢i do vrha. Deo Zemlje na kojoj se
nalazi brdo moze se aproksimirati ravni u kojoj svaka tacka ima koordinate (x,y)
u odnosu na neki koordinatni pocetak. Onda svaka tacka na brdu ima koordinate
(z,y, 2), gde je z visina brda iznad tacke (z,y) u postavljenoj ravni, pri ¢emu postoji
zavisnost oblika z = f(x,y).

Neka je (xq, yo) fiksirana tacka. Zadatak koji smo postavili svodi se na odredivanje
pravca u kome funkcija z = f(z,y) najbrze raste u odnosu na njenu vrednost u
tacki (xo,y0). Neka je I proizvoljni vektor kojim je zadat jedan pravac (videti sliku
26a). Ako su « i 8 uglovi koje vektor I zaklapa sa koordinatnim osama x i y
respektivno, tada pomeranjem za Ar u pravcu vektora l iz tacke (zg,yo) dolaz-
imo u tacku (zog + Arcosa,yo + Arcosf). Pri tome se funkcija f promeni za
Af = f(xo+ Arcosa,yo + Arcos B) — f(xo,yo). Ako je f diferencijabilna funkcija
u tacki (zo,yo), tada je

af(wo’yo)Arcosa—k 8f($0,y0)

Af= ox dy

Arcos 8+ o(||Ar]|) (Ar —0),
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Slika 26. a) Brdo u koordinatnom sistemu. b) Uz izvodenje izvoda u pravcu.
(sbrdo)

odakle je

. Af — 9f(xo,yo) df(x0,Yo)
8 1 — T e—— ————
() Arso Ar o ¢ * Oy
Grani¢na vrednost sa desne strane u (8) naziva se izvodom funkcije f u pravcu
vektora [l i oznacava se sa df/dl. To je brzina promene (rasta ili opadanja,
zavisno od znaka) funkcije f u posmatranom pravcu. Kako je (cosa,cos ) = lg

jediniéni vektor praveca I, jednakost (8) moze se predstaviti u obliku

cos 3.

0 ) fgrad 12, 10),10) = [grad f(ro,0)] cos .

gde je ¥ ugao izmedu vektora grad f(xo,yo) il.

Prema tome, izvod je maksimalan u pravcu u kome je ¥ =0 (cosp = 1), tj. u
pravcu gradijenta, i to je pravac najbrzeg rasta. Relacije analogne izvedenima vaze
i u sluc¢aju funkcija sa vise od dve promenljive.

2.3.3 Parcijalni izvodi i diferencijal viseg reda

Posmatrajmo najpre funkciju dve promenljive, (x,y) — f(z,y). Njen parcijalni
izvod po svakoj promenljivoj je takode funkcija dve promenljive, koja moze imati
svoje parcijalne izvode.
Na primer, parcijalni izvodi funkcije (z,y) — x3y* su funkcije
9] 0
f(z,y) = 322y% i f(z,y)

=0 — gy

ajlz,y) 3
Ox Oy '

Parcijalne izvode ovih funkcija nazivamo parcijalnim izvodima drugog reda.
Kod funkcija dve promenljive imamo 4 parcijalna izvoda drugog reda, koje ozna-
cavamo na sledeci nac¢in:

0 0f(wy)  Pflxy) 0 0f(xy)  Pflzy)
dr Ox o2 7 Qy Ox Oyox
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0 0f(wy) _ Pfwy) 0 0fwy) _ Ofy)
Oxr Oy 0xdy = Oy Oy oy?

2 2
Parcijalne izvode 8g(§’y) i 88f(g’y)
. Yoz zdy
dima.

Kod funkcije koju smo uzeli kao primer, parcijalni izvodi drugog reda su

82f(x,y) _ 4 82f(x,y) _ 2.3 82f(x,y) _ 2,3 _
a2 O Togar Y Taway Y o

nazivamo mesovitim parcijalnim izvo-

Ovde primec¢ujemo da su mesSoviti parcijalni izvodi jednaki. To nije slucajno,
jer vazi sledecéa teorema, koju navodimo bez dokaza.

Teorema 2.3 Ako su mesoviti parcijalni izvodi

Pfy) . 9*f(x,y)
Oyox 0xdy

definisani u okolini tacke (xg,yo) 1 neprekidni u toj tacki, tada vazi jednakost

82f($0»y0) o 52f($0>y0) '

Oyox dxdy

Parcijalni izvodi reda viseg od dva definiSu se induktivno. Na primer, parcijalnih
izvoda reda tri za funkciju f(z,y) ima 8 :

Pfla,y) Pf(xy) Pf(zy) f(xy) Ffle,y) Pf(z,y) Pflzy) 9 f(, y)
Ox3 0z20y ' OxdyOx’ Oydx? ' Oy20x ' Oydxdy Ox0y? = Oy

U stvari, ako su ovi parcijalni izvodi neprekidni, ima ih samo 4 razlicita, jer vazi
rezultat analogan teoremi 2.3: vrednost parcijalnih izvoda ne zavisi od redosleda
diferenciranja.

Diferencijal viseg reda definiSe se, isto kao kod funkcija jedne promenljive, in-
duktivno. Pretpostavimo da su Az = dx i Ay = dy fiksirani, tj. da imaju
odredenu brojnu vrednost. Diferencijal drugog reda definise se kao diferencijal
funkcije (x,y) — df(z,y). Vodedi racuna o ¢injenici da su dz i dy konstante (Sto
znaci da je d(dz) = d(dy) = 0), dobijamo sledeéi izraz za drugi diferencijal:

A f(x,y) = d(df(z,y)) = d (ng; Y 4t af((;;, Y) dy)

a2 )dm(afggwdy) "

90 9 0f(w,y)
(8 d —l—af o dy) dx
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0 0f(x.y) 4, 0 0f(z.y)
* <8x oy Yoy oy W)W
82 z, 82 z,y 82 x, 82 Z,
G o+ IS dyda 4 TEED iy + D

Ako su ispunjeni uslovi navedeni u teoremi 2.3, meSoviti parcijalni izvodi su
medusobno jednaki i dobijamo da je

O’ f(z,y)

2 2
G (2100 g PSL)

2 Z I\ I I\ I 2

& f(a,y) =
Uobicajeno je da se (dx)? i (dy)? pisu bez zagrada, tj.

0*f(z.y) 0*f(x.y)
2

& f(z,y)
2 ) 2
e d*z 42 02y d%y.

2
(10) d“f(z,y) = dz dy + a7

Napomenimo da je neophodno uoéiti razliku izmedu tri sli¢cna izraza:
dz? = (dz)?, d(2®) =2xdx, d*z=0.

Formula (10) ima strukturu binomnog razvoja i piSe se u simbolickom obliku

) N a \
) 1) = (godet 2 ay) S

Sto je samo kradi i jednostavniji zapis za (10).
Diferencijal reda n > 2 definiSe se induktivno, pomocu relacije

dnf(x’y) = d( dnilf(a%y))'

Matematickom indukcijom dokazuje se da za proizvoljno n vazi formula analogna

(11):
(12) o) = (o o+ 2oaw) so.0)

pri cemu pretpostavljamo da su svi mesSoviti parcijalni izvodi neprekidni. Na primer,
formula (12) za n = 3 glasi

8f >’f >’f >’f
3
df_ S da® +3a2a dx d+3882dxdy2+8—y3dy3.

U opstem slucaju, formula (12) u razvijenom obliku glasi

n

k=0

Za slucaj funkcije vise od dve promenljive, vaze analogni rezultati.
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2.3.4 Invarijantnost diferencijala i diferenciranje slozenih funkcija

Neka su fy i f, parcijalni izvodi funkcije f(u,v). Prema izlozenom u 2.3.1, diferen-
cijal ove funkcije je df = fuAu+ f,Av, gde su Au i Av prirastaji koji se u slucéaju
nezavisnih promenljivih v i v svode na diferencijale du i dv respektivno, tako da
piSemo

(13) df = fo du+ f, do.

Medutim, ako su u i v funkcije jedne ili viSe nezavisnih promenljivih, recimo x i
y, onda f takode postaje funkcija od z i y, pa je df = f, dx + f, dy. Kako du i
dv viSe nisu prirastaji, nego diferencijali, formula (13) ne mora da vazi. U sledecoj
teoremi dokazacemo da (13) ipak vazi i u ovom slu¢aju, odnosno da diferencijal ima
isti oblik bez obzira da li su u i v funkcije ili nezavisne promenljive. Ova osobina
se zove invarijantnost (nepromenljivost) diferencijala prvog reda. Diferencijali reda
viSeg od 1 nemaju osobinu invarijantnosti.

Teorema 2.4 Invarijantnost diferencijala. Neka je (u,v) — f(u,v) diferen-
cijabilna funkcija u nekoj fiksiranoj tacki (ug,vo). Neka su w i v diferencija-
bilne funkcije argumenata x iy u tacki (xo,y0), za koju je ug = u(xo,yo),vo =
v(zo, o). Tada je diferencijal u tacki (xg,yo) koji odgovara prirastajima nezavisnih
promenljivih Ax 1 Ay jednak

af(uoavo) du + 8f(uo,vo)

df(uo, vo) = ou Ov

dv,
gde su du i dv diferencijali koji odgovaraju prirastajima Ax i Ay.

Dokaz. Neka su Az i Ay prirastaji nezavisnih promenljivih i neka su Au i Av
odgovarajudi prirastaji funkcija u i v:

Au=u(zo + Az, yo + Ay) — u(xo,y0), Av=v(zo+ Az,yo + Ay) — v(xo, Yo) -
Priragtajima Awu i Av odgovara prirastaj funkcije f:

Af = f(up + Au,vg + Av) — f(ug,vo)
= f(u(zo + Az, yo + Ay), v(zo + Az, yo + Ay)) — f(u(zo,Yo0), v(z0, Y0))-

Kako je f diferencijabilna funkcija u (ug, vg), imamo da je (uzimajuéi normu || - ||
u definiciji diferencijabilnosti)

(14) Af = fuAu+ fuAv+ o(|Au| + |Av]), (Au — 0, Av — 0).
Dalje, s obzirom da su u i v diferencijabilne funkcije od x i y, vazi da je
(15) Au= du+o(|Az[+[Ay]), Av= dv=o(|Az|+ |Ay]),

pri ¢emu je
(16) du = u, Az + uyAy, dv =v,Az +v,Ay
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Smenom (15) u (14) dobijamo da je
(17) Af = fydu+ f, dv+ o(|Az| + |Ayl), (Az — 0,Ay — 0).

Iz (16) dobijamo da je f,, du+ f, dv oblika Adz + Bdy, pa iz (17) zakljutujemo da
je to diferencijal df, sto je i trebalo dokazati. O

Invarijantnost diferencijala, koja je u teoremi 2.4 dokazana za slucaj funkcije ob-

lika f(u(z,y),v(x,y)), vaziiu svim analognim sluc¢ajevima, na primer za f(u(x,y, z),

flu@,y),v(z,y), w(z,y)), f(ult),v(t)), itd.
Koristeéi se invarijantnoséu diferencijala, mogu se izvesti formule za nalazenje
parcijalnih izvoda slozenih funkcija.
Posmatrajmo funkciju f(u(z,y),v(x,y)). Iz invarijantosti diferencijala izlazi da
je
df = fo dz+ f, dy
= fudu+ f,dv
= fu(ugy dz + uy dy) + f,(vy dz + v, dy)
= (fuum + fuvw) dzr + (fuuy + fvvy) dy
Poredenjem prve i poslednje jednakosti, zbog nezavisnosti prirastaja dz i dy,
zakljuc¢ujemo da je

(18) fz:fuuz+fvvra fy:fuuy+fvvy‘

U opstem slucaju,

Akoje z = fuy,...,up) iu; = ui(21,...,2m), i =1,...,n, gde su sve pomenute
funkcije diferencijabilne, onda je
of 0
Z<fm j=1,..,m.
89:j = Ou; Oz’

Posebno, ako je z = f(u(t),v(t)), dobija se funkcija jedne promenljive ¢iji se
izvod po t nalazi iz jednakosti

& A+ Lo,

dt  Ou Ov
Primer 29. Prilikom pisanja formula za izvode, treba voditi ra¢una da ne dode
do zabune u vezi sa oznakama promenljivih. Na primer, za funkciju f(z, 2% + y?),
nije ispravno upotrebiti oznaku 9f/0x za parcijalni izvod po prvoj promenljivoj,
jer se x pojavljuje i u drugom argumentu. Ovde bi bilo ispravno uvesti oznake u, v
za argumente funkcije f, tako da je onda u(z,y) = z, v(z,y) = 22 + 3>

of _of , of

dr Ou Ov 2w

v(z,y,2)),
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Parcijalne izvode viSeg reda nalazimo ponovljenom primenom formula koje smo
naveli, kao i pravila diferenciranja proizvoda. Na primer, u slu¢aju kada imamo
funkeiju f(u(z,y),v(x,y)), nalazimo da je

0 0
f:cx - %fm - %(fuuz + fvvz)
_ 0 of,
- %ux + fuuzz + %vz + fvvzx

= (.fuuuz + fuvvr)u:c + fuumr + (fuvum + fvvvz)vz + fvvzz
= fuuui + 2fuvuwi + fU’U/Uz' + fuudw, + fvvw;u

gde smo 9f, /0x i1 0f,/0x nalazili po formuli (18) sa f,, odnosno f, umesto f. Na
isti nacin dobija se da je
fwy = fuuuwuy + fuv(uzvy + Umuy) + f’uvvmvy + fuul‘y + fv'Uwy,
fyy = fuuui + zfm)uyvy + fm;vi + fuuyy + fuvyy-

Ovde smo pretpostavili da su mesoviti parcijalni izvodi jednaki.

2.3.5 Preslikavanja u viSe dimenzija

U ovom delu izu¢avamo preslikavanja iz R™ u R™. Poseban slucaj, kada je m =1,
predstavljaju funkcije vise promenljivih.

Neka su fy,..., f;, funkcije n promenljivih definisane na zajednickom domenu
D C R™. Sistemom jednakosti

y1=fi(z1,...,7n)
Y2 :fQ(xla"'7$n)

(19) :

Ym = fm(xlv cee axn)
definisano je preslikavanje koje svakoj tacki @ = (z1,...,z,) € D pridruzuje jednu
tacku y = (y1,...,ym) € R™. Ako to preslikavanje oznac¢imo sa f, sistem jed-
nakosti (19) mozemo zapisati u kompaktnom obliku

y = f(z).

Ako postoje konaéni parcijalni izvodi svih funkcija f; po promenljivim y;, ma-
trica tipa m x n

ofr . 0f1
oxq Oy,
oz, Oy,
Ofm .. Ofm
oxq ox,
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zove se JACOBIjeva matrica preslikavanja (19). Ovu matricu oznac¢avamo sa

Dy
Dx

JACOBIjeva matrica ima ulogu izvoda preslikavanja f. Neka je y = f(x) i neka je
x = g(t), gde su dimenzije vektora y, x,t redom m,n, k. Nije tesko dokazati, ko-
risteéi se pravilom mnozenja matrica i pravilima nalazenja izvoda slozenih funkcija,

da je
Da
Dt

U slucaju kada su u (19) vektori « i y iste dimenzije, JACOBIjeva matrica je
kvadratna; njena determinanta se zove JACOBIan preslikavanja f i oznacava se sa

M ili Dif ili %
D(z1,...,%) Dz Dz’

H (f17"'7fm
D(l‘l,...,

U slucaju slozenog preslikavanja, za JACOBIjane takode vazi pravilo mnozZenja (20).

Definicija 2.4 Preslikavanje f oblasti S C R™ u oblast D C R”™ je difeomor-
fizam ako je f bijekcija S — D i ako postoje neprekidni parcijalni izvodi funkcija
fif! po svim promenljivima.

Neka je £ = f(u) difeomorfizam oblasti' S u oblast D. Tada je, prema opstem
pravilu (20),

Dz Du| ||D=z
Dul|| ||[Dz| | D=z
odnosno, za determinante (JACOBIjane):
Dz Du 1
Du Dz

To znaéi da su oba JACOBIjana razli¢ita od nule; kako je f difeomorfizam, onda su
oba JACOBIjana neprekidne funkcije, pa stoga ne menjaju znak, odnosno, stalnog
su znaka u oblastima S i D respektivno. Dakle, vazi slede¢a teorema.

Teorema 2.5 Neka je f difeomorfizam oblasti S C R™ u oblast D C R"™, u oznaci
x = f(u). Tada JACOBLjan

_Df

" Du

ima isti znak za svako uw € S i razli¢it je od nule.

1Pretpostavljamo, u skladu sa konvencijom koju smo ranije uveli, da su oblasti povezane.
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2.3.6 Implicitno zadate funkcije

Neka je F' diferencijabilna funkcija dve promenljive. Jednako$éu

(21) F(z,y) =0

zadata je veza izmedu x i y u implicitnom obliku. Za svako fiksirano z jednacina
(21) ima jedno ili vige realnih resenja po y, ili nema resenja. Iako se reSenja ne mogu
uvek dobiti u eksplicitnom obliku, izvod dy/ dz se moze jednostavno odrediti iz

(21), doduse u funkciji obe promenljive, x i y. Naime, iz (21) izlazi da je diferencijal
funkcije F' identicki jednak nuli, tj.

OF oF
—d —dy =
5z 1 oy Y=Y
odakle je
(22) dy £ R
- oF — T
dzx Sy F,

Polazedi od (22) mogu se dalje naéi i izvodi viseg reda.
Na slican nacin, jednac¢inom

(23) F(xy,29,...,2n,y) =0
zadaje se y kao funkcija promenljivih z1,...,z,. 1z jednakosti dF = 0 nalazimo
da je
oF oF
—dz; + — dy =0,
P ox; it dy Y
odnosno

“~ OF OF <~ 0y .,
2 g, At a*za* '

Grupisanjem ¢lanova uz dz; (i =1,2,...,n) dobijamo da je
" (OF OF 0y
dxz; =0,
i:Zl (8:& ay 8:172) .

odakle, zbog nezavisnosti prirastaja dz; = Ax; sleduje da je

OF
(24) 6y _ Oz __Facqy
o oOF :
ox; Sy F,

U najopstijem slucaju, sistemom m jednacina

Fl(thZa---axnvyl;"'aym):

FQ(xlva;-"axnayla"'aym):
(25)

Fm(xtha"'7xn7y15"'7ym):0
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zadato je m funkcija od n promenljivih: y;(21,...,2y), ¢ = 1,2,...,m. Da bismo
izbegli komplikovane oznake, posmatrajmo sluc¢aj m = 2,n = 3:

F(z,y,z,u,v)=0
(26) G(z,y, z,u,v) =0.

Ovim jednacinama se u i v definiSu kao funkcije nezavisnih promenljivih z,y, 2.
Stoga je

du = uy dz +uy dy +u, dz, dv=v,dr+v,dy+ v, dz.
S druge strane, iz jednacina (26) imamo da je da je

dF = Fydx + Fydy+ F,dz+ Fy,du+ F, dv=0
dG =G dz +Gydy + G, d2+ G, du+ G, dv =0,

pa se zamenom izraza za du i dv i grupisanjem ¢lanova uz dz, dy, dz dobija da
je

(Fy + Fyug + Fyvg) doe + (Fy + Fyuy + Fyuy) dy + (F, + Fuu, + Fov,) dz=0
(Gy + Guug + Gyug) dz + (Gy + Guuy + Gyvy) dy + (G, + Guu, + Gyv,) dz=0

Koeficijenti uz dz u obe jednacine moraju biti jednaki nuli, odakle je

Fuuz+Fvvx:_Fz
(27)
Guug + Gyvg, = —Gy,

Iz sistema jednacina (27) nalazimo u, 1 vs:

D(F\,G) D(F,G)
. D(z,v) o D(u,z)

(28) U = ~Hpa): Yz = "DBFaG) -
D(u,v) D(u,v)

Na isti nac¢in se dobijaju parcijalni izvodi po y i z.

Kao sto vidimo, izrazi (22), (24) i (28) imaju slicnu strukturu i nije tesko us-
tanoviti analogije izmedu njih. Zajednicko za sve sluc¢ajeve jeste da su izrazi defin-
isani samo ako imenioci nisu jednaki nuli, tj. ako je Fyy # 0 u prva dva slucaja,
odnosno ako je D(F,G)/D(u,v) # 0 u treem slucaju. Ispostavlja se da su ovi
uslovi i dovoljni ne samo za nalazenje izvoda veé i za postojanje jedinstvene im-
plicitno zadate funkcije. Navodimo bez dokaza rezultat koji se odnosi na najopstiji
slucaj (25).
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Teorema 2.6 Neka je dat sistem jednacina (25) 1 neka je Ty =
(29, 29,...,2%,99,...,9%) jedno njegovo resenje. Prepostavimo da su funkcije
Fy, ..., F,, definisane, neprekidne i diferencijabilne u nekoj okolini tacke Ty, pri
demu je u svim tackama te okoline JACOBIan D(F1, ..., Fp)/D(y1, ... ym) razlicit
od nule. Tada postoje jedinstveno odredene funkcije f, ..., fm tako da u nekoj
okolini tacke Ty vazi da je y; = fi(x1,...,2,),1=1,2,...,m. O

U posebnom sluc¢aju, za m = 1, teorema 2.6 odnosi se na jednakost (23) (ili na
(21) ako je i m = 1), a uslov koji se navodi u teoremi se svodi na uslov da je
OF /0y # 0.

Primer 30. Za proizvoljno = > 0, jednacina
(29) r—y> =0

ima dva reSenja, y = ++/z, pa ovom relacijom nije zadata funkcija. U oznakama
koje smo uveli, ovde je F(x,y) = x — y?, pa je 0F/dy = —2y, tako da se uslov
iz teoreme 2.6 svodi na y # 0. S obzirom da je funkcija F' diferencijabilna u
celoj ravni R?, ostali uslovi teoreme 2.6 zadovoljeni su u svakoj okolini svake tacke
To = (70,%0) za koju je zo = y2. Prema tome, jedinstvena funkcija y = f(x) je
odredena relacijom (29) u svakoj oblasti koja ne sadrzi tacke sa y = 0.

Nezavisnost funkcija

U Algebri se definiSe pojam linearne nezavisnosti, odnosno zavisnosti skupa funkcija.
Zavisnost, medutim, ne mora biti samo linearna. Na primer, funkcije y, = % + 92
iyo = e Y nisu linearno zavisne, ali postoji veza ys = €%, koja nam omoguéava
da znajuéi vrednost funkcije y; jednoznacéno odredimo vrednost funkcije y.. Za
razliku od toga, funkcije y3 = e*7¥ i y4 = log(2z + 3y) ocigledno nisu zavisne, jer
za datu vrednost ys mozemo jednozna¢no da odredimo samo x — y, dok y4 nije
odredeno sa x — y.

Definicija 2.5 Za m funkcija definisanih na nekom zajednickom domenu D C R"

(30) fl(m)a 7fm(m)

kazemo da su zavisne na domenu D ako je vrednost bar jedne od njih svakoj
tacki x € D jednoznacno odredena vrednoséu ostalih funkcija, tj., ako postoji neka
funkcija m — 1 promenljivih takva da je

f](w) = g(f1($)7' : '7fj—1(:‘c)’fj+1(m)v .- 7fm("'c)) (w € D)v
za neko j € {1,2,...,m}.

Ako funkcije sistema (30) imaju parcijalne izvode, moze se definisati JACOBIjeva

matrica D(f )
o 1y-++9Jm
& 7= gt
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Teorema 2.7 Ako su funkcije (30) diferencijabilne i ako je rang JACOBIjeve ma-
trice (31) za svako x € D jednak broju funkcija m, onda su ove funkcije nezavisne.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada se, na primer, vrednosti funkcije f;
mogu odrediti pomoc¢u vrednosti ostalih funkcija:

(32) h(@) =g(fa(@), ... fm(2)),
gde je g neka diferencijabilna funkcija od m — 1 promenljive, g = g(ua, ..., un).
Diferenciranjem jednakosti (32) po z1,...,x, dobijamo:

Ofi _ 09 0fs 09 0fn

8171 6’&2 81‘1 8um 31‘1

Ofh _ 99 0F 99 Ofm

Ory  Oug 0o Oy, 0o

of, g 0 99 Ofm
h_ 99 0f . 09 0f

Ox,  Oug O, " ou,, O,
ili, u vektorskom obliku
_99 99
v1 P 2”2+ + c’?umvm’

gde je

v; — ofi  0fi
i — axla ’al'l ;

tj. i-ta vrsta JACOBIjeve matrice (31). To znaéi da su vrste JACOBIjeve matrice
linearno zavisne, pa rang ove matrice mora biti manji od m, sto je suprotno pret-
postavci. O

Iz dokaza teoreme 2.7 moze se videti da proizvoljna nelinearna zavisnost funkcija
implicira linearnu zavisnost vrsta JACOBIjeve matrice.

Tvrdenje obrnuto teoremi 2.7 vazi samo lokalno. Ovaj rezultat navodimo bez
dokaza.

Teorema 2.8 Ako je rang JACOBIjeve matrice (31) u nekoj tacki x jednak k < n,
onda postoji okolina tacke & u kojoj se n — k funkcija sistema (30) mogu izraziti
pomocu ostalih k funkcija. Drugim rec¢ima, u nekoj okolini tacke x od m funkcija
(30) samo je k nezavisnih.

Primer 31. Neka je fi(z,y) = sin(z + y), fo(z,y) = cos(z + y). Iako je
D(f1, f2)/D(x,y) = 0 u svakoj tacki (z,y) € R?, funkcije f1 i fo nisu zavisne u
celoj ravni R?, zbog toga §to jednoj vrednosti sin(z + y) odgovaraju dve vrednosti
cos(z +y) = £4/1 —sin(z + y) i obrnuto. Medutim, za svaku datu tacku (z,y)

postoji okolina u kojoj se sinus jednoznac¢no izrazava preko kosinusa ili obrnuto
(dokazati).
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Primer 32. Ako je m > n, odnosno ako je broj funkcija veéi od broja promenljivih,
rang JACOBIjeve matrice je uvek manji od m. Dakle, u svakom skupu od m difer-
encijabilnih funkcija n promenljivih, ako je m > n moraju postojati funkcije koje
se izrazavaju preko ostalih.

2.4 Taylorova formula i ekstremumi funkcija vise
promenljivih

2.4.1 Taylorova formula za funkcije viSse promenljivih

Zahvaljujuéi ¢injenici da je, za funkciju jedne promenljive, d*f(z) = f®)(z) da,
TAYLORova formula sa ostatkom u LAGRANGEovom obliku moze se predstaviti na
slededi nacin:

1

(3) f@)= f@)+ ] 5 dfla) +
k=1

n+1
md f(a+9(3;‘—a)) ($—>a),
gde se uzima da je dz = Az = z—a u svim diferencijalima koji se pojavljuju u (33).
Oblik (33) omogucéava jednostavnu generalizaciju na funkcije vise promenljivih.

Teorema 2.9 Neka je x — f(x) funkcija definisana na domenu D C R™ in+ 1
put diferencijabilna u nekoj okolini* tacke a € D. Tada je

(34) f(x) = f(a) + df(a) + % df(a)+ -+ % d"f(a) + R,,

pri ¢emu se R,, moze predstaviti u obliku

(35) R, = (n%)' A" fla+0(x —a), 0€(0,1).

Svi diferencijali u navedenim jednakostima se racunaju sa prirastajima nezavisnih
promenljivih dz;Ax; = x; — a;.

Dokaz. Neka je U okolina tacke a u kojoj je funkcija f n+1 put diferencijabilna,
i neka je x proizvoljna fiksirana tacka u toj okolini. Definisimo funkciju F' jedne
realne promenljive ¢ pomocéu

F(t) = fla+t(x—a)).

Ocigledno je F(0) = f(a); F(1) = f(x), a sve tacke oblika a + ¢(x — a pripadaju
7duzi” koja spaja tacke x i a, pa stoga pripadaju i okolini U u kojoj su ispunjeni
uslovi diferencijabilnosti funkcije f. Kako je f n + 1 put diferencijabilna, onda
funkcija F' ima konacne izvode po t do reda n + 1 u nekoj okolini tacke ¢ = 0 koja

1Podrazumeva se da je okolina definisana preko euklidske ili njoj ekvivalentne metrike. Za
dokaz teoreme je bitno da okolina zajedno sa tackom x sadrzi i duz koja spaja « i a.
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sadrzi i tacku ¢ = 1, pa se na funkciju F' moze primeniti (jednodimenzionalna)
TAYLORova formula u tacki ¢ = 1, a oko tacke t = 0, tj.

1 1
(36) F(1) = F(0) + F'(0) + 5F”(O) 4+t EF(”)(O) + Ry,
gde je

1
(37) R, = o 1)!F("+1)(9), 0<6<1.

Sada ¢emo pokazati da je (34) u stvari isto §to i (36) i da je ostatak u (35) zapravo
isto §to i ostatak u (37).
Ako uvedemo oznake u; = u;(t) = a; + t(z; — a;),i = 1,...,n, imamo da je

u'(t) =z —a; = day,

pa je

n
Fio=Y o+t - a) drs = df(a+ o —a)
odakle je
F'(0) = df(a).
Dalje, koristeci se ¢injenicom da je u”(t) = 0, imamo da je

n n 2

F'(t) = Z Z au?auj fla+t(x—a)de;dz; = &> f(a+t(x — a)),

tako da je
F"(0) = d*f(a).

Sliéno tome, pokazuje se da je

kao i da je
FOD(9) = 4" f(a + 6(z — a)).

Smenom izvedenih izraza za izvode funkcije F' u (36) i u (37), dobijamo (34),
odnosno (35), ¢ime je dokaz zavrsen. O

Primer 33. Napisati MACLAURINov polinom treéeg stepena za funkciju f(x,y) =
cos(2z + 3y).

Resenje. Potrebni su nam najpre parcijalni izvodi zaklju¢no sa tre¢im redom. Imamo
da je fu
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Pokazactemo sada da se ostatak u TAYLORovoj formuli moze predstaviti i u
PEANOovom obliku. Prepostavimo, radi jednostavnosti izvodenja, da imamo funkciju
dve promenljive i razvoj u okolini tacke (0,0). Prema (35) u ovom slucaju je

R, = d" £ (6, Oy).

(n+1)!

Ako sa A;; ozna¢imo parcijalni izvod 0" f /0'zd7y u tacki (0, 0y), dobijamo R,
u razvijenom obliku:

n+1
1 n+1
R, = An _ n+l—k k:.
(nJrl)!Z( k ) HokkE Y
k=0
Neka je ||(z, )| = |=| + |y| (norma || -||s). Pokazademo da je
(38) R, =o(||(z,y)||", odnosno lim _|Ral =0.
20 T,y

Primenom nejednakosti trougla nalazimo da je

n+1 _
R, 1 n+1 x| tL=E |y |k
| )| S Z ( k )|An+1—k,k|| ‘ |y| .

Iyl = 1) 2 (EESDIR
Za svako k= 0,1,...,n, imamo da je
e N s
Qe+ T~ Sy () alyl
| Ry
= () |yl
1

= el =0 kad |[(z,y)[| =0,
(2)
a za k =n + 1, odgovarajuéi koli¢nik je
|y|n+1 |y‘n+1
(lzl + D™ =yl

Prema tome, svaki pojedinacni ¢lan u koliéniku R, /||(x,y)|| tezi nuli kad ||(x,y)|| —
0, i relacija (38) je dokazana.

— 0.

Teorema 2.10 Peano-ov oblik ostatka. Ako je R, ostatak u TAYLORovom
razvoju (34) oko tacke a, onda je

Ry =o(le—al"),  (lz—al—0).

U ovoj relaciji se pod ||« — a|| podrazumeva euklidska ili njoj ekvivalentna norma.
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2.4.2 Lokalni ekstremumi

Nalazenje ekstremuma (maksimuma i minimuma) funkcije vise promenljivih je pos-
tupak od izuzetne prakti¢ne vrednosti, jer ima brojne primene. Veliki broj prob-
lema u primenjenoj matematici moze se svesti na ekstremalne probleme. U ovom
delu navodimo analiticke metode za nalazenje ekstremuma. Pored ovih, postoje i
razne numericke metode koje se primenjuju kada imamo mnogo promenljivih i kada
funkcije nisu diferencijabilne.

Stacionarne tacke

Definicija lokalnih ekstremuma je u slu¢aju funkcije vise promenljivih ista kao i za
funkciju jedne promenljive.

Definicija 2.6 Neka je funkcija  — f(x) definisana u nekoj okolini U tacke a.
Ako za svako € U vazi da je f(x) < f(a), kazemo da funkcija f ima lokalni
maksimum u tacki a. Lokalni minimum se definise analogno.

Primer 34. Funkcija dve promenljive z = z2 4+ % — 2% — y* ima lokalni minimum
u tacki (0,0). Naime, kako je

z=a+y? -2’ -yt =21 —2) + (1 -y,

imamodajez > 0zax < 1i]y| < 1, 8to znadi da, na primer, u okolini |z| < 1, |y < 1
imamo da je f(z,y) > f(0,0) = 0.

Pokazacemo sada da za funkcije vise promenljivih vazi analogon FERMATove
teoreme.

Teorema 2.11 Ako funkcija f ima sve parcijalne izvode u tacki a u kojoj ima
lokalni ekstremum, onda je grad f(a) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo, odredenosti radi, da funkcija f ima u tacki a lokalni
maksimum. To znaci da postoji okolina U = {x € R" | |x; — a;| < £} tako da
je f(x) < f(a) za svako € U. Posmatrajmo sada funkciju jedne promenljive
definisanu sa

g(z) = f(z,a9,as,...,a,).

Iz pretpostavke o lokalnom maksimumu funkcije f izlazi da funkcija g ima lokalni
maksimum u tacki a;. Pored toga, funkcija g ima izvod u tacki a; koji je jednak
parcijalnom izvodu funkcije f po prvoj promenljivoj, u tacki a. Dakle, prema
FERMATOVO] teoremi za funkcije jedne promenljive, zaklju¢ujemo da je

g () = 5 fla) =0,

Na isti nac¢in se dokazuje da su svi parcijalni izvodi funkcije f u tacki a jednaki
nuli, i teorema je dokazana.
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Tacke u kojima je gradijent jednak nuli zovu se stacionarne tacke; prema teo-
remi 2.11 funkcija koja u nekoj oblasti ima parcijalne izvode, moze imati lokalne ek-

stremume samo u stacionarnim tackama. Dakle, , kandidati” za lokalne ekstremume

su one tacke x ¢ije se koordinate x1,...,x, dobijaju kao reSenja sistema jednacina
Of (- yan) o Of (21, 2p) of(z1,...,xp)
- =0, —FW ..., —
0x1 0xo Oy,

Primer 35. Odrediti lokalne ekstremume funkcije
Primer 36. Odrediti minimum i maksimum funkcije u oblasti

Primer 37. Funkcija z = 32 — 22 predstavljena je na slici 27. Njen oblik u okolini
koordinatnog pocetka podsec¢a na sedlo. Imamo da je

0z %

% = —2x, 8y =2y,

tako da je (0,0) stacionarna tacka date funkcje. Medutim, u ovoj tacki funkcija
nema lokalni ekstremum. Naime, ako se posmatraju samo tacke na zz-ravni (sa
y = 0), funkcija ima maksimum u (0,0), dok po yz-ravni (sa z = 0) ima minimum
u (0,0). Tacka (0,0) zove se sedlasta tacka za ovu funkciju. Ovo je klasi¢an
primer funkcije vise promenljivih sa stacionarnom tackom koja nije tacka lokalnog

ekstremuma.

Slika 27. Grafik funkcije z = y? — x2. (sedlo)

Karakter stacionarnih tacaka

U jednostavnijim slucajevima, kao Sto je primer 34, moze se direktno videti kakva
je vrsta stacionarne tacke (minimum, maksimum ili tacka u kojoj funkcija nema
ekstremuma). TAYLORova formula nam daje moguénost da ispitamo karakter sta-
cionarne tacke pomocu znaka drugog diferencijala, slicno postupku za funkcije jedne
promenljive, gde se karakter stacionarne tacke odreduje na osnovu znaka drugog
izvoda.
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Neka je a stacionarna tacka funkcije  — f(x). Kako su parcijalni izvodi prvog
reda jednaki nuli, TAYLORov razvoj u okolini tacke a glasi:

1
f(@) = f(a)+ 5 d*f(a) +o(|z —al’),  (z—a)
U dovoljno maloj okolini tacke a, pokazuje se da znak razlike f(x)— f(a) zavisi samo

od znaka drugog diferencijala d?f(a) ako on nije nula'. Na taj nacin dobijamo
sledece pravilo.

Ako je za svako « # a u dovoljno maloj okolini tacke a, d2f(a) > 0, onda funkcija
f ima minimum u tacki a.

Ako je za svako & # a u dovoljno maloj okolini tacke a, d2f(a) < 0, funkcija f
ima maksimum u tacki a.

Ako d?f(a) menja znak, tj. ako u svakoj okolini tacke a postoje tacke u kojima
je d®f(a) > 0, kao i tacke u kojima je d?f(a) < 0, funkcija f nema ekstremuma
u tacki a.

Ako u svakoj okolini tacke a postoje tacke u kojima je d2f(a) = 0, ne moze
se izvesti nikakav zakljucak bez ispitivanja diferencijala reda viseg od dva, ili
direktnog ispitivanja znaka prirastaja funkcije.

Drugi diferencijal je kvadratna forma po prirastajima dz; = z; — a;:

d’f(a) = Z g axié;tj dx; dx;.

Kako su dz; nezavisni prirastaji, problem odredivanja znaka drugog diferencijala
je u stvari (algebarski) problem odredivanja znaka opste kvadratne forme

Odredivanje znaka kvadratne forme

U slucaju funkcije dve promenljive, ako su meSoviti parcijalni izvodi neprekidni,
drugi diferencijal je

(40) d?f = A(dz)? + 2Bdzdy + C(dy)?,

gde je A = fu0,B = fyy,C = fyy. Posmatracemo, prema tome, proizvoljnu
kvadratnu formu

(41) F(x,y) = Az? + 2Bxy + Cy?

IStriktan dokaz ovog tvrdenja je nesto tezi od odgovarajuéeg dokaza za funkcije jedne
promenljive, pa ga izostavljamo.
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i odredi¢emo uslove koje treba da ispunjavaju koeficijenti A, B i C da bi ova
kvadratna forma bila istog znaka za svako (x,y) € R?, (z,y) # (0,0).

Ako je A =0,B = 0, onda je F = Cy?, pa znak kvadratne forme F zavisi od
znaka C'; pri tome je FF =0 za y=0. Ako je A=0,B # 0, onda je

F(z,y) = y(2Bx + Cy),

§to znaci da forma menja znak. Neka je sada A # 0. Onda je

Uvodenjem smene ¢ = y/x dobijamo da je

F(z,y) = Az? (th + %t—i— 1) .

Kvadratna funkcija jedne promenljive

C., 2B
o(t) = ZtQ + ot

nema realnih nula ako je diskriminanta negativna. To znaéi da je B? — AC < 0,
iz Cega izlazi da je AC > 0, brojevi A i C su istog znaka, pa je time i C/A > 0.
Odavde sleduje da je ¢(t) > 0 za svako t € R. Dakle, znak kvadratne forme F je
isti kao znak A, za svako (x,y) € R? o # 0. Za = 0 (u ovom sluéaju mora biti
y # 0) iz (41) imamo da je F(z,y) = Cy?, pa je znak F isti kao znak C, odnosno
ponovo isti kao znak A.

U slucaju kada je B2 — AC > 0, funkcija ¢ ima dve realne nule, pa kvadratna
forma menja znak u zavisnosti od ¢ = y/z. Ako je diskriminanta jednaka nuli,
funkcija ¢ se anulira za neko tg € R, $to znaci da je na pravoj y/x = to kvadratna
forma jednaka nuli. U ovom slu¢aju, znak prirastaja funkcije f zavisi od znaka
treéeg diferencijala.

Sumirajmo sada dobijene rezultate u obliku prakti¢nog pravila.
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Ako je a stacionarna tacka funkcije f(z,y) i ako je A = fyo(a), B = foy(a),C =
fyy(a), D = B? — AC, imamo sledeée slucajeve:

A>0— MIN

f
D <0

NA<0— MAX

/\
A#0—D>0— N.E.

pY

D=0— 77

B=0— 77

B#0— N.E.

N.E.= nema ekstremuma; ?? = potrebno dalje ispitivanje.

Za funkcije vise od dve promenljive primenjuje se tzv. SYLVESTERov kriterijum.
Za kvadratnu formu (39) kazemo da je pozitivno definitna ako je F'(x) > 0 za
svako € R™,  # 0. Ukoliko je F(x) < 0, za kvadratnu formu F se kaze da
je negativno definitna. Prema SYLVESTERovom kriterijumu, kvadratna forma
(39) je pozitivno definitna ako su svi glavni minori determinante |A;;| pozitivni.
Kvadratna forma je negativno definitna ako su glavni minori determinante |A;;|
alternativnog znaka, s tim da je A3 < 0.

Za n = 2, uvodedi oznake A;; = A, A1 = Aoy = B, Ay = C', dobijamo uslov
pozitivne definitnosti:

A B| 9
A>0, ‘B C’_AC—B >0,
kao i uslov negativne definitnosti
A B| 9
A <O, ‘B C_AC—B >0,

§to smo ve¢ dobili ranije na drugi nac¢in. Za n = 3 dobija se uslov pozitivne
definitnosti

Ay A A
>0, [Aa Ay Axz| >0,
A1 Asx Ass

A A

A1 >0,
H ‘Am Az

dok uslov negativne definitnosti glasi
A A A

> 0, Aoy Agg Aoz | <O.
Az Az Ass

A A
Az Ago

A <0, ‘
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Primenjeno na ispitivanje drugog diferencijala, pod pretpostavkom da su parcijalni
izvodi drugog reda neprekidni, ovde je

2
A=A o J

=T Orox,

i ukoliko je ispunjen uslov pozitivne definitnosti, funkcija f ima minimum u ispiti-
vanoj tacki, dok u slucaju negativne definitnosti ima maksimum.

Ako su svi glavni minori determinante |A;;| razli¢iti od nule, ali forma nije
definitna ni pozitivno ni negativno, u pozmatranoj tacki ne postoji ekstremum.
Ukoliko je neki od glavnih minora jednak nuli, SYLVESTERov kriterijum nije odluciv;
u ovom slucaju su potrebna dalja ispitivanja.

2.4.3 Uslovni ekstremumi

Opsti problem uslovnog ekstremuma je: Naéi ekstremne vrednosti funkcije  +—
f(x) u skupu svih tacaka & € R™ koje zadovoljavaju k datih uslova

(42) v1(x) =0,...,95(x) =0, 1<k<n.

Za sve pomenute funkcije pretpostaviéemo da su diferencijabilne, sa neprekidnim
parcijalnim izvodima prvog i drugog reda. Takode uvodimo pretpostavku da je

D(@l?"'awk)

@ Gl s

=+

Sto ustvari znaci da su jednacine uslova nezavisne.

U prostoru R?, jedan uslov oblika ¢(x) = 0 definiSe neku krivu, pa se ustvari
trazi ekstremum date funkcije po krivoj. Drugim rec¢ima, problem koji resavamo
jeste da medu tackama krive ¢(x) = 0 pronademo one u kojima funkcija f(x)
dostize lokalne ekstremume. U prostoru R3, jedan uslov definise povrs, a dva
uslova krivu.

Postoje dva nacina reSavanja problema uslovnog ekstremuma, $to ¢emo objas-
niti u specijalnom slucaju funkcije dve promenljive. U tom sluc¢aju, treba naci
ekstremume funkcije f(z,y) po krivoj ¢(z,y) = 0. Prvi na¢in se primemenjuje
ako se uslov ¢(x,y) = 0 moze eksplicitno resiti po y, u obliku y = g(x). Tada
se problem svodi na nalazenje ekstremuma funkcije h(z) = f(z,g(z)), a dalje se
reSava metodima analize funkcija jedne promenljive.

Primer 38. Odrediti minimum funkcije f(z,y) = 22 + y? pod uslovom z + y = 2.
Resenje. 1z uslova se dobija da je y = 2 — x; smenom u funkciji f dobijamo funkciju
h(z) = 2 + (2 — z)%. Iz uslova
h'(z) =22 —2(2—2)=0

dobija se stacionarna tacka x = 1. Kako je h” (1) = 4 > 0, zakljué¢ujemo da funkcija h ima
minimum u tacki z = 1, h(1) = 2. Za = = 1, iz jednacine uslova nalazimo da je y = 1.
Prema tome, funkcija f(z,y) dostize uslovni minimum u tacki M (1,1) i f(1,1) = 2.
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Postavljeni problem ima i geometrijsko znacenje, pa se moze i tako resiti. Naime,
x? +13? je kvadrat rastojanja tacke (z,y) do koordinatnog pocetka, pa smo ovde ustvari
nasli tacku na pravoj x + y = 2 koja je najbliza koordinatnom pocetku. Minimalna
vrednost funkcije f, f(1,1) = 2 je zapravo kvadrat rastojanja koordinatnog pocetka od
date prave. O

Primer 39. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f(z,y,2) = 2% + y* + 22, pod
uslovom = +y + z = 2.

Resenje. Ovde se problem sa tri svodi na dve promenljive. Naime, iz uslova dobijamo
da je z = 2 — ¢ — y, pa trazimo bezuslovni lokalni ekstremum funkcije

h(m,y):f(m,y,Zf:rfy)::E2+y2+(27x7y)2

Iz sistema jednacina

oh
90— 22— — ) =
oh
oy —22—gx—q) =
oy~ Y 2-2z-y)=0,

dobijamo z = y = 2/3, tako da je (2/3,2/3) jedinstvena stacionarna tacka funkcije h.
Dalje nalazimo da je A=2,B=1,C=2,paje A>0iD <01ifunkcija h ima minimum
u stacionarnoj tacki. Nadenim vrednostima x i y odgovara z = 2 —x — y = 2/3, §to znadi
da funkcija f(z,y, z) ima minimum u tacki M (2/3,2/3,2/3), f(M) =4/3.

I u ovom problemu moze se dati geometrijska interpretacija: M je tacka na ravni
x4+ 1y + 2z = 2 koja je najbliza koordinatnom pocetku, a f(M) je kvadrat rastojanja
koordinatnog pocetka od ravni. O

Cest je slucaj da je uslovom ¢(x,y) = 0 definisana jedna funkcija y(z), ali da
se ne moze efektivno izraziti u eksplicitnom obliku. Medutim, smatrajuéi da je y
funkcija od x, mozemo formalno resiti problem postupajuéi u pocetku isto kao u
prethodnom sluc¢aju. Naime, stacionarne tacke funkcije x — f(z,y(x)) dobijaju se
kao reSenja jednacine

d

g 9 = 07

()
odnosno, prema pravilima diferenciranja,

0 0
(44) 8% + a—zy’(x) =0.

S duge strane, iz jednacine uslova ¢(z,y) = 0 izlazi da je i

d

£=0, odnosno
dx

o0, 0%
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Iz (44) i (45) zaklju¢ujemo da, ako je (z,y) stacionarna tacka, onda homogeni
sistem algebarskih jedna¢ina po nepoznatima « i 8

of . of

op oy

ima netrivijalno resenje @ = 1, 8 = y/(x). Prema tome, determinanta sistema
jednaka je nuli, pa su vrste matrice sistema linearno zavisne. Iz toga izlazi da
postoji konstanta A takva da je

or of\ _, (0% 0%
ox’oy) " \ox’oy)’

tj.
af 9

(46) 5 g =0,
af 9

(47) 3 Yoy ="

Osim toga, stacionarna tacka zadovoljava i jednacinu uslova, tj.
(48) w(x,y) =0.

Iz jednacina (46)-(48) dobijaju se z,y i A, pri ¢emu je A pomoéni parametar, a
(z,y) je trazena stacionarna tacka.

Izlozeni nacin nalazenja uslovne stacionarne tacke moze se predstaviti u jednos-
tavnijem obliku, ako se definiSe pomoéna funkcija

Leve strane jednacina (46) i (47) su parcijalni izvodi funkcije F' po x, odnosno
po y, pa je sistem jedna¢ina (46)-(47) isti koji bismo dobili kada bismo trazili
stacionarne tacke (bezuslovnog ekstremuma) funkcije F. Jedina razlika je u tome
§to je A nepoznato, ali se dodavanjem jednacine (48) mogu istovremeno odrediti
T,y 1A

Ovaj nacin nalazenja uslovnih stacionarnih tacaka zove se LAGRANGEov metod.
On se moze primeniti i u najopstijem slucaju uslovnog ekstremuma funkcije f(x)
pod skupom uslova (42). U tom slucaju’ dodaje se jo§ k pomoénih parametara
A1, ..., A 1 formira se pomoé¢na funkcija F' definisana sa

k
F(zy,...,xy) = f(x1,...,25) — Zx\i%(xl,...,mn).
i=1

1Dokaz je u opstem slu¢aju znatno slozeniji od izlozenog dokaza za dve promenljive, mada je
ideja ista.
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Uslovne stacionarne tacke su sada reSenja sistema jednacina koji se dobija kada
se svi parcijalni izvodi pomoéne funkcije F' izjednace sa nulom, i one se zajedno
sa nepoznatim parametrima dobijaju kada se ovom sistemu dodaju jo$ i jednacine
uslova. Dakle, za odredivanje n koordinata stacionarnih tacaka i k vrednosti param-
etara Aq,..., A\x imamo n + k jednacina

OF
(9.%1' N

(i=1,...,n), wi(x1,...,xn) =0 (j=1,...,k).

Karakter stacionarnih tacaka

Ako smo stacionarnu tacku dobili reSavanjem jednacina uslova i zamenom u datu
funkciju, onda smo time smanjili broj promenljivih i problem sveli na bezuslovni
ekstremum. Karakter stacionarne tacke se onda odreduje metodama koje su veé
izlozene za bezuslovne ekstremume.

Za stacionarnu tacku M koja je dobijena LAGRANGEovom metodom, karakter
se odreduje ispitivanjem znaka drugog diferencijala pomoéne funkcije F":

(50) d2F = i iA” dl‘z de,

i=1 j=1

gde su A;; parcijalni izvodi funkcije F izracunati u posmatranoj stacionarnoj tacki
M. Medutim, izmedu diferencijala dzq,..., dz, postoji k veza koje se dobijaju
diferenciranjem jednacina uslova:

(51) dwj(M)zzaL(M)dxizo, j=1,...k

T
i=1 Oz;

Matrica homogenog sistema linearnih jednacina (51) (gde se kao nepoznate posma-
traju diferencijali dz;) je upravo JACOBIjeva matrica (43)

D(@la .. '7<IO]€)
D(z1,...,zp)

za koju je na pocetku pretpostavljeno da je ranga k. Stoga je sistemom jednacina
(51) odredeno k diferencijala u funkeiji od preostalih n — k; smenom tih resenja u
(51) dobija se kvadratna forma od n — k nezavisnih promenljivih, ¢iji se znak onda
odreduje na poznati nacin.

2.5 Kirive i povrsi u prostoru

Ovaj odeljak je posveéen geometrijskim objektima u prostorima R3 i R2.

Tacka koja se slobodno kreée u prostoru R? ima sva tri stepena slobode: njene
koordinate su medusobno nezavisne. Ako je zadata jedna veza izmedu koordinata,
tacka ¢e imati dva stepena slobode i pripadace povrsi. Ako postoji jos jedna veza
izmedu koordinata, tacka opisuje krivu, i ima jedan stepen slobode. Konaé¢no, tri
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nezavisne veze izmedu koordinata definisu jednu tacku u prostoru, sa nula stepeni
slobode. Prema tome, jedna relacija oblika F(z,y,z) = 0 definiSe povrs, a dve
relacije ovog oblika definisu krivu, koja se onda moze shvatiti i kao presek dve
povrsi. U slucaju kada je uslov oblika Az + By + Cz + D = 0, dobija se ravan, a
presek dve ravni je prava, kao poseban slucaj krive u prostoru.

Kao najjednostavniji primer, uzmimo tacku M(z,y, z) kod koje je z = 0 -
ona pripada xQOy ravni. Ako se zada jo$ jedan uslov, recimo y = 0, tacka koja
zadovoljava oba uslova pripadaée z-osi, a sva tri uslova z = 0,y = 0, z = 0 ispunjena
su samo u jednoj tacki - koordinatnom pocetku.

2.5.1 Povrsi u prostoru
Povrs u prostoru moze biti zadata na sledeée nacine:

e Eksplicitno, u obliku jednacine z = f(z,y), gde je f data funkcija dve
promenljive. Kako funkcija f jednom paru (z,y) pridruzuje samo jedno z,
sleduje da se u eksplicitnom obliku mogu definisati samo povrsi sa osobinom
da ih svaka prava paralelna z-osi sece najvise u jednoj tacki. Analogno, povrs
moze biti zadata eksplicitno i u oblicima y = f(z,z) i x = f(y, 2).

e Implicitno, u obliku F(x,y,z) = 0. Svaka povrs moze biti zadata u ovom
obliku. Kako jednacina F(z,y,2) = 0 ne mora imati jedinstveno resenje po
bilo kojoj promenljivoj, u ovom obliku se ¢esto zadaju zatvorene povrsi (tj.
povrsi koje ogranic¢avaju deo prostora).

e Parametarski, ako se koordinate x,y, z izraze kao funkcije dva nezavisna
parametra u,v: x = x(u,v);y = y(u,v); z = z(u,v), pri ¢emu wu, v pripadaju
odredenom domenu D € R2. Svaka povrs moze biti zadata u parametarskom
obliku.

Primer 40. Posmatrajmo gornju polovinu sfere sa centrom u koordinatnom pocetku
i polupreénikom 1. Njena ,prirodna’jednacina je 22 + 3% + 22 = 1,z > 0, u im-
plicitnom obliku. Ako se ova relacija resi po z, s obzirom na uslov z > 0 dobija se
eksplicitni oblik z = /1 — 22 — 2. Konacno, ova jednacina se moze iskazati i u
parametarskom obliku, i to na razli¢ite nacine. Uobicajeno je da se uvedu sferne
koordinate, tj. uglovi 6 i ¥, tako da je

x =cosfcosp, y=cosfsiny, z=sinb, OSHS%,O§¢§2W.

Isti sistem parametarskih jednacina opisuje i celu sferu, uz uslov da je —7/2 < 6 <
/2. Medutim, moguce je za parametre uzeti same koordinate z, y, na primer, tako
da se dobijaju jednacine

r=u, y=v, z=+V1-u2—-v2, —-1<uv<l; v>+02<1.

Primer 41. Jednacina 22 + y? = 1 definiSe jednu cilindriénu povrs u prostoru. U
prostoru R? ovo nije jednacina kruznice, kao sto se ¢esto gresi. Jednaéina kruznice
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u ravni z = 0 dobija se kao presek ovog cilindra i pomenute ravni; dakle, kruznica
je zadata sa 22 4+ y? = 1; z = 0. Uopste, kao §to smo veé pomenuli, za definisanje
krive potrebne su dve jednacine; jednom jednac¢inom je definisana povrs.

2.5.2 Krive u prostoru

Kriva u prostoru moze biti zadata na sledeée nacine:

e Kao presek dve povrsi. Ako su F(z,y,z) = 01 G(z,y,2) = 0 jednacine
dve povrsi (u implicitnom ili eksplicitnom obliku), njihovim presekom je defin-
isana kriva u prostoru.

e Parametarski. Ovaj nacin podrazumeva da su koordinate tacke koja pri-
pada krivoj izraZene kao funkcije jedne nezavisne promenljive: x = z(t),y =
y(t),z = 2(t), t € I C R, gde je I neki intervall.

Primer 42. Jednacinama x? + 3% + 22 = 4, x + y + 2z = 1 odredena je kriva kao
presek sfere i ravni - to je veliki krug sfere (krug u ravni koja prolazi kroz centar
sfere).

Primer 43. Jednac¢inama x = acost,y = asint, z = bt, —co < t < 400, definisana
je beskonacna zavojnica. Projekcija ove krive na xOy ravan je krug 2 +y? = a2,z =

0.

Krivu zadatu parametarskim jednac¢inama z = z(t),y = y(t),z = 2(t), a <
t < B mozemo orijentisati tako Sto utvrdimo smer obilaska krive u pravcu od tacke
sa t = « prema tacki sa t = S (ili obrnuto). Suprotan smer se moze formalno
definisati uvodenjem smene promenljive t = —u, pri ¢emu jednacine krive postaju
z=z(—u),y =y(—u),z=z2(—u), - <t < —a.

Za krivu kazemo da je prosta kriva ako razli¢itim vrednostima parametra ¢
odgovaraju razli¢ite tacke na krivoj, tj. ako kriva ne preseca samu sebe. U slucaju
da pocetnoj i krajnjoj vrednosti parametra ¢t odgovara ista tacka, kaze se da je kriva
zatvorena, odnosno da je to kontura. Zatvorena prosta kriva je ona kod koje
se samo pocetna i krajnja tacka poklapaju, a ostale tacke su medusobno razlicite
za razli¢ite vrednosti parametra. Kriva iz primera 42 je prosta zatvorena kriva, a
kriva iz primera 43 je prosta kriva koja nije zatvorena.

Pojam krive asocira na geometrijsku interpretaciju linije koja se moze graficki
predstaviti, ili fizicki interpretirati kao zanemarljivo tanka nit u prostoru. Na zalost,
iz definicija koje smo do sada dali, takve intuitivne osobine se ne mogu izvesti.
Postoje primeri krivih koje se ne mogu nacrtati i ¢ije osobine protivrece intuitivnoj
predstavi o krivoj liniji. Analiti¢ki opis ,,geometrijske krive” sadrzan je u sledeéoj
definiciji.

1ako u principu I moze biti proizvoljni skup, ograni¢avamo se na interval, jer dalja razmatranja
postaju jednostavnija.
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Definicija 2.7 Za krivu C zadatu parametarskim jednac¢inama
(52) x=uz(t), y=y(t), z=z(t), tel
gde je I interval, kazemo da je glatka ako su ispunjeni sledeé¢i uslovi:
1° funkcije x,y, z su neprekidne na I,
2° izvodi x,79, 2 postoje i neprekidni su na I,
3° 2(t)? +y(t)? + 2(t)? > 0 za svako t € I.
Ako se interval I moze predstaviti kao unija konacno mnogo segmenata I; na

kojima je kriva glatka, a pri tome su funkcije xz,y, z neprekidne na I, onda kazemo
da je kriva (52) deo po deo glatka na I.

Razlozi za neke od postavljenih uslova biée ¢itaocu jasniji u slede¢im odeljcima.

Slika 28. Primeri krivih: a) glatka; b) deo po deo glatka; c¢) nije glatka. (sglatk)

2.5.3 Krive i oblasti u ravni

U dvodimenzionalnom slucaju (krive u R?), navedene definicije i osobine vaze bez
izmena, sa z(t) = 0. Ovde se pojavljuje i jedna posebna osobina: svaka zatvorena
prosta kriva ograni¢ava neku oblast u R2. Iz ove ¢injenice proizilazi i drugi nac¢in
orijentacije proste zatvorene krive (osim po smeru rasta parametra).

Naime, pri utvrdenom smeru obilaska kod proste krive oblast koja je zatvorena
krivom ostaje uvek ili sa leve ili sa desne strane u odnosu na smer kretanja. Za
prostu zatvorenu krivu kazemo da je pozitivno orijentisana ako oblast ostaje sa
leve strane. Ovaj smer obilazenja je smer suprotan kretanju kazaljke na ¢asovniku.
Ako je kriva orijentisana u smeru kazaljke na Casovniku, odnosno, ako zatvorena
oblast ostaje sa desne strane, kazemo da je orijentacija krive negativna.
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Slika 29. Pozitivno orijentisana zatvorena kriva. (sorij)

Povezana oblast u ravni R? je svaki skup tacaka D C R? sa slede¢om osobi-
nom: Ako tacke A i B pripadaju oblasti D, onda postoji poligonalna linija koja
spaja tacke A i B i koja u celini pripada oblasti D.

Slika 30. a) Povezane oblasti. b) Nepovezana oblast. (spovenep)

Granicu oblasti D ¢ine tacke iz R? koje su istovremeno tacke nagomilavanja
i oblasti D i komplementa te oblasti, D’. Drugacije iskazano, ako je A skup svih
tacaka nagomilavanja oblasti D, a B skup svih tacaka nagomilavanja oblasti D’,
onda je skup A N B granica oblasti D.

Oblast D je zatvorena oblast ako je D zatvoren skup. Nije tesko pokazati
da je ovaj uslov ekivalentan uslovu da oblast D sadrzi svoju granicu. Analogno se
definiSe otvorena oblast. Ako se iz oblasti izuzme njena granica, dobijeni skup se

zove unutrasnjost oblasti D, u oznaci D. Unutrasnjost svake oblasti je otvoren
skup.

Oblast D je ogranicena oblast ako je skup D ogranicen, tj. ako postoji kugla
konaénog polupre¢nika u kojoj se ceo skup D sadrzi. U suprotnom slucaju, oblast
D je neograni¢ena. Ovde postoji jedna terminoloska bivalentnost: neogranicena
oblast moze imati granicu (videti sliku 31).

Da bismo pojednostavili izlaganje i izbegli ”teske” slucajeve, uvodimo sledecu
konvenciju:
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Slika 31. Neogranicena oblast i njena granica. (sneogg)

Ubuduée éemo pod pojmom oblast u R? podrazumevati isklju¢ivo povezanu i
ogranicenu oblast, ¢ija je granica unija kona¢no mnogo prostih zatvorenih i deo
po deo glatkih krivih u R?, i ¢ija unutragnjost nije prazan skup.

Da bismo izbegli ponavljanje, ukoliko nije drugacije specificirano smatra¢emo uvek

da je oblast zatvorena, tj. da sadrzi svoju granicu.
o]
Unutrasnjost oblasti D definiSe se kao oblast bez svoje granice, u oznaci D.

Ako je oblast ograni¢ena jednom prostom zatvorenom konturom, onda se ona
naziva jednostruko povezanom; u suprotnom slucaju je viSestruko povezana
(dvostruko, trostruko, itd.) Jednostruko povezana oblast D ima osobinu da svaka
prosta zatvorena kriva koja pripada oblasti D ograni¢ava deo ravni koji u celini pri-
pada toj oblasti. ViSestruko povezana oblast uvek poseduje jednu spolja nju kon-
turu koja je ogranicava i nekoliko unutarsnjih, koje ogranicavaju ,,rupe” u oblasti.

Slika 32. Jednostruko i viSestruko povezane oblasti sa pozitivno orijentisanom
granicom. (sjevipo)

Ako krive C1, Cs, ..., C, ogranicavaju visestruko povezanu oblast, onda se kriva
C=C1UCyU...UC, (tj. granica te oblasti) moze orijentisati tako da oblast pri
»obilazenju” krive C' ostaje uvek ili sa leve ili sa desne strane. Orijentacija pri kojoj
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oblast ostaje sa leve strane naziva se pozitivnom. Uocimo da u slucaju visestruko
povezane oblasti, pozitivna orijentacija granice podrazumeva da se spoljasnja kon-
tura orijentiSe u pozitivnom smeru, a unutrasnje konture u negativnom.

2.5.4 Prava i ravan u prostoru. Vektori.

Prava koja sadrzi tacku M (zg,yo,20) 1 ima vektor pravca I = (a,b,c) data je
jednacinama

r—z — z—z
(53) 0_Y—% _ 0

a b c

Ove jednacine zapravo predstavljaju presek dve ravni: (z — xzg)/a = (y — yo)/b i
(x —xg)/a = (z — z0)/c. 1z (53) se moze dobiti parametarski oblik, ako se uvede
koeficijent proporcionalnosti t:

(54) r=x0+at, y=yo+b, =z==z+ct, —o0 < t < +o0.

U slucaju kada je, na primer, a = 0, iz (54) se dobija da je x = x¢; to je prava
paralelna ravni zOy i koja prolazi kroz tacku x = x.

Ravan koja prolazi kroz tacku M (zg, yo, z0) 1 ima vektor normale n = (4, B, C)
data je jednac¢inom

(55) A(z — 20) + B(y — yo0) + C(z — 20) = 0,
ili, u razvijenom obliku,
(56) Az +By+Cz+D =0, D = —(Axo + Byo + Czp).

Primer 44. Data je ravan 2z + y + 3z + 14 = 0. Nadi jednacinu prave normalne

s -1
na datu ravan u tacki preseka sa pravom 3 = 5= = 2.

ResSenje. Ako napiSsemo jednacinu date prave u parametarskom obliku x = 2¢, y =
2t + 1, z = 3t, zamenom u jednacinu ravni dobijamo 15t + 15 = 0, odakle su koordinate
presecne tacke prave i ravni: t = —1; * = -2,y = —1,z = —3. Kako je vektor normale
na datu ravan n = (2, 1, 3), trazena prava ima jednacinu %H = ¥l — =8

1 3

Ako je Il = (a,b,c) vektor pravca neke prave, onda je i Al takode vektor pravca
iste prave, za svaki realan broj A # 0. Pri tome, ako je A > 0, vektori I i Al imaju
isti smer, a ako je A < 0, ovi vektori imaju suprotan smer. Jedini¢ni vektor ili

ort proizvoljnog vektora I definise se kao Iy = H%—H Sledeéa osobina se lako dokazuje

(videti sliku XXX), ali je vazna jer ¢emo je veoma Gesto koristiti:

Ako su a, 3,7y uglovi koje jedini¢ni vektor lg zaklapa sa koordinatnim osama
x,y, z, respektivno, onda je

lo = (cosa,cos B, cosy .
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2.5.5 Tangenta glatke krive u prostoru

Pojam tangente je kod krivih oblika y = f(x) u ravni povezan sa postojanjem
izvoda; u stvari, tangenta se i definise pomocu izvoda (M2, 3.1.1). Sli¢no tome se
definiSe i tangenta krive u prostoru.

Neka je data glatka kriva

(57) x=uxz(t), y=y(t), z==2(t), tel

i neka je ro = (x0,yo0,20) vektor polozaja fiksirane tacke My na krivoj (57). Pri
tome je zo = z(to), yo = y(to), # = 2z(to) za neko ty € I. Neka je At takav prirastaj
promenljive t da je t + At € I. Vrednosti parametra to + At odgovara tacka
M(z,y, 2), gde je © = x(tg + At),y = y(to + At), z = z(tg + At). Neka je r vektor
polozaja tacke M. Vektor secice MogM je r — ro = (v — zo,y — Yo, 2 — 20). Prema
LAGRANGEoOvVOj teoremi o srednjoj vrednosti imamo da je

(58) r—7ro = (2(£1),9(82), 2(&3)) - At,

gde su &1,&2,&3 neke tacke u intervalu (to,tp + At). Kako je At skalar kojim
se mnoze sve tri koordinate vektora u (58), vektor (&(&1),9(€2),2(&3)) je vektor
pravca secice. Kad At — 0, tj. kada se tacka M neogranic¢eno priblizava tacki My,
seCica postaje tangenta. Zbog neprekidnosti izvoda &, ¥, 2, vektor pravca secice ima
grani¢nu vrednost

(59)

T—"7T

A = (), d(to), 2(t)),

i pomoc¢u ovog vektora se definiSe tangenta krive.

1m
At—0

Definicija 2.8 Tangenta glatke krive (57) u tacki My(xo, Yo, 20) je prava
T—%o _Y~—Y% _~2—%0

i (to) y(to) Z(to)

Jedini¢ni vektor pravca tangente je vektor

_ (x(t0)7y(t0)az(t0) .
V2 (to) + 52 (to) + 22(to)

(60)

(61)

1z ove definicije izlazi da glatka kriva ima tangentu u svakoj svojoj tacki, jer je zbog '
uslova @2 + 2 + 22 > 0 vektor tangente definisan u svakoj tacki.

Kako se svaki jedini¢ni vektor moze izraziti u obliku (videti stranu 72) (cos «, cos 3, cos ),
iz (61) dobijamo da je

o(to)
V2 (to) + 52 (to) + 22(to)

(62) cosa =
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i analogno za cos 8 i cos~.
Smer tangente je povezan sa orijentacijom krive; pri promeni orijentacije tan-
genta menja smer (videti tekst na strani 68).

Primer 45. Neka je kriva C data jednac¢inama z = z(t),y = y(t),z = 2(t),a <
t < . Kao sto smo ve¢ videli, krivu je moguce izraziti u parametarskom obliku na
viSe nacina. Neka je z = z(s),y = y(s),z = z(s) neka druga parametrizacija iste
krive, gde je s = s(t) monotona i diferencijabilna funkcija na [, 8]. Ozna¢imo sa
t; i ts vektore tangente krive u parametrizaciji sa t, odnosno sa s. Kako je

dx _ dx ds

At~ du dt’
i analogno za ostale dve koordinate, iz (61) imamo da je
dez dy dz g )
ty= (=, =2, — |- =, -sgns.
K (ds’ds’ds) || e

Prema tome, ako je s monotono rastuca funkcija, ort tangente ostaje isti, a ako je
monotono opadajuca, onda se orijentacija krive menja, tako da ort tangente menja
smer.

Za glatku krivu moze se definisati duzina luka izmedu dve tacke na krivoj,
kao grani¢na vrednost obima upisane poligonalne linije, na na¢in analogan dvodi-
menzionalnom slucaju (M2, 4.6.1). Pokazuje se da je za orijentisanu krivu datu
u parametarskom obliku, duzina luka od pocetne tacke na krivoj (sa t = «) do
proizvoljne tacke M (z(t),y(t), z(t)) data sa

(63) s(t) = /t VE2(t) + 22(t) + 22(t) dt

Funkcija t — s(t) je pod datim uslovima diferencijabilna, pa se s moze uzeti kao novi
parametar za definisanje krive. Ocigledno je svaka tacka na prostoj glatkoj krivoj
jednoznaéno odredena duzinom luka od pocetne tacke. S obzirom da je svaku glatku
krivu moguée parametrizovati na ovaj nacin, duzina luka se naziva prirodnim
parametrom, a ovakav nacin parametrizacije je prirodna parametrizacija.

Primer 46. Posmatrajmo zavojnicu x = acost,y = asint,z =at, t > 0, a > 0.
Primenom formule (63) nalazimo da je prirodni parametar za ovu krivu s = av/2t,
odakle je t = s/(a\/2). Prema tome, prirodna parametrizacija date krive je x =

acoss/(av/?2),y = asins/(av?2),z = s/v/2.

Sve $to je receno za krive u prostoru, vazi i za krive u ravni, s tim $to se u ravni
R? kriva moze zadati i jednaginama

Fz,y)=0 ili y= f(z).
Nije tesko videti da je u oba slucaja vektor tangente u tacki (z,y) dat sa

t= (1,9 (z)), odnosno t= (dz, dy).
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2.5.6 Tangentna ravan i normala glatke povrsi
Definicija glatke povrsi

Glavna motivacija za definiciju glatke povrsi jeste moguénost konstrukcije tan-
gentne ravni u svakoj tacki te povrsi. Videli smo da u slucaju glatke krive uslov
2 4+ 92 + 22 > 0 obezbeduje postojanje tangente. Pokazaée se da je analogan uslov
kod povrsi takode dovoljan za postojanje tangentne ravni.

Definicija 2.9 Neka je povrs S u prostoru data jednac¢inom F(z,y,z) = 0, gde
je F neprekidna i diferencijabilna funkcija, sa neprekidnim parcijalnim izvodima
prvog reda, pri éemu je F2 + Fy2 + F2 > 0 u svakoj tacki povrsi S. Tada kazemo
da je povrs S glatka povrs.

Slucaj kada je povrs zadata eksplicitnom jednacinom z = f(z,y), tj. f(z,y) —
z = 0, svodi se na implicitan oblik sa F'(z,vy, 2) = f(z,y, 2)—z. Prema tome, ovakva
povrs je glatka ako je funkcija f neprekidna i diferencijabilna, sa neprekidnim par-
cijalnim izvodima prvog reda. Uslov F2 4+ F7 4+ F2 > 0 se svodi na f7 + f2+1 > 0,
$to je uvek ta¢no.

Izves¢emo sada uslov glatkosti povrsi koja je zadata u parametarskom obliku

(64) = z(u,v), y=1y(u,v), 2= 2z(u,v), (u,v) € D.

Uvedimo oznake

Yu Zu
Yv 2o

Zy Ty
Zy Ty

Ty Yu
Ty Yv

(65) A= - =

) ) b

(66) E = xi eri +zi, F =x,2y +yyYo + 242y, G = 51:12) erg + 212)

Ove oznake ¢emo koristiti i u kasnijim delovima knjige. Pretpostavimo da se
iz sistema (64) mogu eliminisati parametri, tj. da tacke na povrsi zadovoljavaju
uslov F(z,y,z) =0, gde je F neka funkcija. Diferenciranjem ove jednakosti po w i
v dobijamo sistem jednacina

Foxy + Fyyy + Foz, =0
(67)
Fxxv+Fyy1z+Fzzv:O

Minori reda dva u ovom sistemu su A, — B, C. Ako je kriva glatka, odnosno ako je
F? + F} 4+ F? > 0, onda sistem (67) ima netrivijalno resenje po F, Fy,, F., odakle
se (primenom uobi¢ajenih algebarskih metoda) dobija da je
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(68) F, =M, F,=M\B, F.=\C,

gde je A # 0 koeficijent proporcionalnosti (koji zavisi od u i v). Dakle, iz uslova
glatkosti F2 + F7 + F? > 0 izlazi da je A + B* 4+ C? > 0. Obrnuto, ako je
A%+ B2+ C? > 0, onda je rang sistema (67) jednak dva, pa sistem ima netrivijalno
resenje, Sto znaci da je F2 + Fy2 + F2 > 0. Prema tome, u parametarskom slu¢aju
imamo sledeé¢u definiciju glatke povrsi.

Definicija 2.10 Neka je povr§ S data parametarskim jednacinama (64), gde su
x(u,v), y(u,v), z(u,v) neprekidne i diferencijabilne funkcije, sa neprekidnim par-
cijalnim izvodima prvog reda, pri ¢emu je A% + B% + C? > 0 u svakoj tacki
(u,v) € D. Tada kazemo da je povrs S glatka.

Nije tesko proveriti da je

(69) A* 4+ B2+ C? = EG — F?,

tako da se uslov glatkosti u parametarskom obliku moze izraziti i u obliku EG —
F? 0.

Tangentna ravan i normala

Neka je glatka povrs S datasa F'(z,y, z) = 0. Uo¢imo na povrsi S tacku M (xg, yo, 20)
i posmatrajmo proizvoljnu glatku krivu C' koja pripada povrsi S i sadrzi tacku M.

Neka su parametarske jednacine krive C' date sa z = z(t),y = y(t),z = 2(t),a <

t < B, pri ¢emu se tacka M, dobija za vrednost parametra ty. Diferenciranjem

izraza

F(x(t),y(t), 2(t)) = 0
po t, u tacki t = ¢y, dobija se

oF

. oF . oF .
9 lnge - ®(to) + o= [a, - 9(to) + 5% I, - 2(t0) =0,

y 0

$to znaci da je za proizvoljnu glatku krivu C' koja prolazi kroz My, vektor tangente
ortogonalan na vektoru grad F(Mp). Iz ovoga zakljucujemo da sve tangente na
glatke krive koja prolaze kroz M, pripadaju jednoj ravni, ¢iji vektor normale je
grad F'(My). Ta ravan se naziva tangentna ravan; iz izvedenog sleduje i njena
jednacina.
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Definicija 2.11 Neka je glatka povrs S data jednacinom F(z,y,z) = 0. Tan-
gentna ravan u tacki Moy = (x0,y0,20) € S data je jednac¢inom

oF oF oF
(70) %(1’3—950)‘?671(1/—2/0)4‘@(2—20)—07

gde se parcijalni izvodi racunaju u tacki M.

Kako je kod glatke povrsi grad F(My) # 0 za svako My na povrsi, to znaci da
glatka povr$ ima tangentnu ravan u svakoj svojoj tacki.

U slucaju kada je povrs zadata eksplicitnom jedna¢inom z = f(z,y), imamo da
je F(x,y,2) = f(x,y) — z, pa je tangentna ravan definisana sa

Fo—a0)+ Zw-w) - - ) =0
odnosno 5 5
™) 5= 20+ Gl —20) + By - o),

pri ¢emu se parcijalni izvodi rac¢unaju u tacki (zg,yo). U parametarskom slucaju,
na osnovu relacija (68) zaklju¢ujemo da jednacina tangentne ravni glasi

(72) Az — x0) + By — yo) + C(z — 2) =0,

gde su koeficijenti A, B, C izra¢unati u tacki (ug, vg) koja odgovara tacki M.
Normala na povrs je prava koja je normalna na tangentnoj ravni; iz definicije
2.11 se neposredno dobija da je vektor normale na povrs jednak grad F, a da je
jednacina normale u tacki My data sa
T —To Y— % )

(73) Fo(Mo) ~ Fy(My) ~ E(My)

Ako je povrs zadata eksplicitnom jednac¢inom z = f(z,y), vektor normale je (fz, f,, —1).
U slucaju da je povrs zadata parametarski, vektor normale je (A4, B, C).
Primetimo da se vektor normale moze orijentisati na dva nacina (n i —n).

Ekviskalarne linije i povrsi

Kriva f(z,y) = C naziva se ekviskalarnom linijom; u topografskom kontekstu,
gde z = f(x,y) predstavlja visinu iznad tla (ili nadmorsku visinu), ova linija se
naziva izohipsom. Na ekviskalarnoj liniji je oc¢igledno df(z,y) = 0, odnosno

df df

e dx + Iy dy = (grad f, dt,=)0,
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gde smo sa t oznacili vektor tangente, ¢ = (dz, dy). Odavde zaklju¢ujemo da
je vektor gradijenta normalan na ekviskalarnoj liniji. Izvod u pravcu tangente na
ekviskalarnu liniju jednak je nuli; to je pravac u kome se funkcija ne menja.

Ako je data funkcija tri promenljive f(z,vy,z2), povrs f(x,y,z) = C je njena
ekviskalarna povrs. U prethodnom delu smo dokazali da je grad f vektor nor-
male na ovu povrs; dakle, gradijent je normalan na ekviskalarnoj povrsi.



Glava 3

Integrali

Krivolinijski, viSestruki i povrsinski integrali, koji su predmet ove glave, imaju
veliki znacaj u primenama, posebno u Fizici i u Elektrotehnici. Ortodoksnim
matematicarima bi smetala ¢injenica da studenti Elektrotehnike jos u prvoj
godini koriste ove integrale, ne znajuéi njihovu strogu zasnovanost. Interakcija
matematicke teorije i njene primene u ovom sluc¢aju je dvosmerna.
Pretpostavljamo da ¢e ¢itaoci kojima je poznata fizicka interpretacija raznih vrsta
integrala, lakse usvojiti teorijske koncepte na kojima su ovi integrali zasnovani.

79
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3.1 Mera i integral

3.1.1 Od duzine duzi do povrsine povrsi u prostoru

Oni koji koriste matematiku za reSavanje prakticnih problema, ne razmisljaju o
znacenju geometrijskih pojmova duzine, zapremine i povrsine. Iako u stvarnom
svetu svaki objekat ima povrsinu i zapreminu, u matematici, kao modelu stvarnosti,
duzina, povrsina i zapremina (ove tri kategorije spadaju u §iri pojam mere) za-
htevaju definiciju. Definicija mora biti takva da obuhvati sto siru klasu objekata,
a da kod poznatih geometrijskih tela mera koju dobijamo iz definicije bude ista
kao i mera koju koristimo u svakodnevnom zivotu. Ovo nije lak zadatak i nemamo
nameru da se detaljno njime bavimo. Izlozi¢éemo samo skicu definicija, da bi ¢italac
u sledeé¢im odeljcima gde ¢emo koristiti pojmove duzine krivih ili povrsine dela
povrsi, bio uveren da su stvari pod kontrolom i da se ne vrtimo u krug.

e Duzina duzi. Prvi pojam u geometrijskoj teoriji mere jeste duzina duzi. Ova
velicina je definisana za svaku duz i predstavlja rastojanje izmedu njenih krajnjih
tacaka.

e Povrsina mnogougla. Polazeé¢i od duzine duzi, lako je definisati povrsinu
pravougaonika, kao proizvod duzina njegovih osnovica. Isto kao duzina za duz,
povrsina postoji i dobro je definisana za svaki pravougaonik. Koriste¢i se definici-
jom povrsine pravougaonika i geometrijskim odnosima, lako se izracunava i definise
povrsina proizvoljnog paralelograma i povrSina trougla. Kako se svaki mnogougao
moze izdeliti na trouglove, njegova povrsina se definise i izra¢unava kao zbir povrsina
trouglova od kojih je sastavljen.

e Povrsina oblasti u ravni. Dalje od mnogougla, teorija postaje mnogo
slozenija i oslanja se na analizu, umesto na geometriju. Neka je D ogranic¢ena i
zatvorena povezana oblast u ravni R2. Ako je P, povrsina proizvoljnog mnogougla
koji je sadrzan u oblasti D i ako je P, povrsina bilo kakvog mnogougla koji sadrzi
oblast D, onda je logi¢no da povrsina P(D) mora da zadovoljava uslov da je P, <
P(D) < P,. Ako se granice mnogouglova dovoljno priblize granici oblasti D, razlike
izmedu povrsina P,, P(D) i P, treba da postaju zanemarljive, tj. da teze nuli. Iz
ovog razmatranja proizilazi definicija povrsine proizvoljne oblasti D: Ako je

sup{P,} = inf{P,} = P,

onda kazemo da oblast D ima povrsinu P(D) = P.  Ova definicija pocinje sa
,»ako” | §to upucuje na zakljucak da infimum u navedenoj formuli ne mora uvek biti
jednak supremumu. Zaista, postoje primeri oblasti za koje ova jednakost ne vazi (i
koje, prema tome, nemaju povrsinu), ali su oni previse komplikovani da bi bili ovde
razmatrani. Medutim, dokazano je da svaka oblast ograni¢ena deo po deo glatkom
krivom ima povrsinu. Ovu ¢injenicu ¢emo koristiti u sledecoj glavi.

U konkretnim primerima, nije lako izracunati povrsinu koristeéi se samo defini-
cijom. Ali, ako znamo da oblast ima povrsinu, onda je mozemo izracunati svakim
postupkom za koji dokazemo da daje isti rezultat kao kada bismo radili po definiciji.
Na primer, povrsina ograni¢ena pozitivnhom krivom y = f(z), z-osom i pravama
x =a iz =Dbizrazava se integralom f; f(z)de (M2, 4.1).
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e Zapremina jednostavnih geometrijskih tela. Za pravougli paralelepiped,
zapremina se definise kao proizvod duzina njegovih stranica. Zapremina proizvoljnog
paralelepipeda, a zatim prizme ili piramide definise se preko geometrijskih ¢injenica.
Zapremina proizvoljnog poliedra definiSe se i izraCunava kao zbir zapremina pi-
ramida na koje moze da se razlozi.

e Zapremina tela u prostoru. Zapremina proizvoljne oblasti u prostoru
definiSe se na slican nacin kao povrsina oblasti u ravni. Neka je D ograni¢ena oblast
u prostoru R®. Oznaé¢imo sa V,, zapreminu proizvoljnog poliedra koji je sadrzan
u oblasti D i neka je {V,} skup svih takvih V,. Analogno, sa V, oznacavamo
zapreminu proizvoljnog poliedra koji sadrzi oblast D. Ako je

sup{V,} = inf{V,} =V,

onda kazemo da oblast D ima zapreminu V. Postoje oblasti koje nemaju zapreminu,
ali za nas je bitno da svaka oblast u R? koja je ograni¢ena sa konaénim brojem
glatkih povrsi, ima zapreminu. Isto kao u sluc¢aju povrsina, ukoliko znamo da oblast
ima zapreminu onda mozemo da je nademo na drugi nac¢in, osim po definiciji. To
dovodi do raznih postupaka baziranih na integralnom racunu.

e Duzina luka krive. Neka je jedna¢inama x = z(t),y = y(t),z = z(¢),
a <t < 3, zadata kriva u prostoru sa krajevima u tackama A i B, koje odgovaraju
pocetnoj Ako na datoj krivoj izberemo konacan broj tac¢aka i spojimo ih duzima,
dobijamo poligonalnu liniju ¢iju duzinu [,, definiSemo kao zbir duzina duzi od kojih
se sastoji. Neka je {l,} skup svih brojnih vrednosti duzina poligonalnih linija
konstruisanih na opisani na¢in. Ako postoji

sup{l,} =1 < 400,

kazemo da data kriva ima duzinu I. Tako postoje krive koje nemaju duzinu,
klasa krivih koje je imaju je prilicno siroka. Na primer, za svaku glatku krivu
postoji duzina luka izmedu dve proizvoljne tacke. Problem izracunavanja duzine
luka glatke krive (tzv. rektifikacija resava se primenom integralnog racuna, isto
kao u ravni (M2, 4.6.1):

B
l:/ Vi +y? + 22 dt.

e Povrsina dela povrsi u prostoru. Jedan praktican nacin da odredimo
povrsinu neke figure u prostoru bi bio da je prekrijemo dovoljno sitnom mrezom,
na primer sa kvadratiéima povrsine 1mm?, oznagimo na mrezi deo koji je zahvacen
figurom, razvijemo mrezu i onda prebrojimo koliko kvadratié¢a je bilo potrebno da
se obuhvati cela figura. Otprilike ovakva procedura je prihvac¢ena i u matematici
za definiciju povrsine dela povrsi.

Neka je povrs zadata jednacinom F(z,y,z) = 0. Pretpostavi¢emo da je povrs
glatka, iz ¢ega izlazi da u svakoj tacki postoji tangentna ravan. Oznacimo sa S
ogranic¢en deo povrsi ¢iju povrsinu zelimo da definiSemo i izra¢unamo. Podelimo
povrs S mrezom glatkih krivih na n delova, tzv. Celija, o1,...,0,. U svakoj Celiji
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izaberimo po jednu tacku na povrsi, nazovimo je §;, i = 1,2,...,n. Celije o; 1
tacke &, zajedno ¢ine jednu podelu povrsi S; nazovimo tu podelu II,,. Dijametar
skupa o definise se kao
diam o = sup d(z,y).
x,yco

Norma podele IT definiSe se kao maksimalni diametar neke éelije podele:

ITL, || = 11;1%)(” diam o;.

Sada nastavljamo na slede¢i nacin: u svakoj tacki &; konstruiSemo tangentnu ravan
na povrs S. Neka je s; ortogonalna projekcija ¢elije o; na odgovaraju¢u tangentnu
ravan. Kako se svaka celija o; dobija kao deo povrsi ogranicen glatkim krivama,
mose se dokazati da je s; oblast u ravni ograni¢ena deo po deo glatkom krivom.
Prema tome, oblast s; ima definisanu povrsinu, nazovimo je P(s;). Skup oblasti
{s;} ¢ini mrezu ravnih oblasti kojom pokrivamo S; dakle zbir > P(s;) moze se uzeti
kao aproksimacija trazene povrsine dela povrsi S. Povrsinu P(S) sada definisemo
kao grani¢nu vrednost
P(S)= lim_» P(si),
ITnl = 0 i=1

pri ¢emu se dokazuje da pod navedenim uslovima (glatka povrs) ova graniéna vred-
nost postoji.

bullet Mera granice. U opisanoj konstrukciji uveli smo tri vrste mere: duzinu,
povrsinu i zapreminu. Geometrijski objekti na koje se ove mere odnose su:

duz ili deo glatke krive — duzina
oblast u ravni ili deo glatke povrsi — povrsina

oblast u prostoru — zapremina

Granice duzi ili glatke krive su tacke; njihova duzina jednaka je nuli. Granice
oblasti u ravni ili dela glatke povrsi su glatke krive, ¢ija povrSina je jednaka nuli
(iako izgleda ocigledno, ovo tvrdenje se dokazuje). Isto tako, granice oblasti u
prostoru su glatke povrsi, ¢ija zapremina je jednaka nuli. Prema tome, mera granice
je u svim navedenim slucajevima jednaka nuli.

e Aditivnost mere. Osobina da je mera unije kona¢no mnogo disjunkt-
nih delova jednaka zbiru mere delova, zove se aditivnost. Aditivnost se koristi
u svakodnevnom iskustvu, kada se, na primer, povr§ina stana izracunava kao zbir
povrsina prostorija u stanu. S obzirom da se mera proizvoljnih objekata (tj. njihova
duzina, povrsina ili zapremina) u matematici uvodi definicijama koje smo naveli u
prethodnom tekstu, aditivnost je osobina koju treba dokazati polazeé¢i od defini-
cije. Ispostavlja se da mera u sva tri slu¢aja ima osobinu aditivnosti. Dakle, ako je
B =BjU...UB,, gde su By,..., B, skupovi koji imaju meru m(B;), onda i skup
B ima meru m(B) i vazi da je

m(B) =m(By1) + - +m(By).
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Na veoma slican nacin kao za geometrijske objekte, mera se moze uvesti i u
R"™ (n > 3), gde nema geometrijsku interpretaciju. Daljom generalizacijom mera
se moze definisati i u Siroj klasi prostora, sto je ve¢ predmet jedne zasebne oblasti
matematike koja se zove teorija mere. U sledetem delu mi samo nacinjemo ovu
oblast, koliko nam je potrebno za opstu definiciju integrala.

3.1.2 Definicija integrala na metrickom prostoru

U ovom odeljku pokaza¢emo da se konstrukcija koja dovodi do RIEMANNovog in-
tegrala realne funkcije na segmentu [a,b] moze sasvim jednostavno prosiriti na
proizvoljan metricki prostor. Podsetimo se najpre definicije RIEMANNovog inte-
grala. U odnosu na definiciju iz M 2(odeljak 4.1), ovde ¢emo uvesti male izmene u
notaciji, kako bismo izlaganje prilagodili generalizaciji koja nam je ovde cilj.

Neka je z — f(z) realna funkcija definisana na intervalu [a, b] (a < b). Tackama

a=x0<x1 < < Tp_1<Tp=2>
interval [a, b] podeljen je na n disjunktnih delova:
Ay =a,x1), Ay =[z1,22),..., Ap = [Tn-1,D].
U svakom od intervala A; biramo po jednu tacku &;; tako je definisana jedna podela

II:
H:H(A1,~~-7An;£1,~~~,£n) :{Alv"'aAnvglv"‘agn)'

Pod normom podele II podrazumevamo duzinu najduzeg od intervala A;:

(1L = lfél?gn(xi —Ti1).

Za datu podelu, integralnu sumu definiSemo sa

n

S(f,11, [a, b]) = Zf(&)(xi —zi) =y f(&)m(4),

i=1

gde je sa m(A;) oznac¢ena duzina intervala A;. RIEMANNov integral funkcije f na
[a,b] je grani¢na vrednost integralnih suma, koja se dobija kada n — 400, pri ¢emu
norma podela tezi nuli, ukoliko takva grani¢na vrednost postoji i nezavisna je od
nacina na koji se podele konstruisu. Preciznije, I = f; f(x) dz ako i samo ako

(Ve > 0)(36 > 0)(VID) [LI|| < & = |S(f,1L, [a,b]) — I| < e.

Ispostavlja se da se sve bitne osobine integrala zadrzavaju ako se u navedenoj
definiciji umesto [a, b] uzme proizvoljan skup X na kome je definisana funkcija f,
podeli se na disjunktne delove A;, a umesto duzine segmenata podele uzme se neka
prikladna mera m skupova A;. Sada integralne sume i sama definicija integrala
ostaju isti, ali se dobijaju razli¢ite vrste integrala, u zavisnosti od skupa X i mere
m.
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Slika 33. Ka generalizaciji integrala. (genint)

Definicija 3.1 Neka je X dati neprazan skup i neka je m realna funkcija definisana
na nekoj familiji (kolekciji, skupu) F podskupova skupa X, pri ¢emu je

(1) m(AU B) = m(A) + m(B)

za svaka dva disjunktna skupa A, B € F takva dai AUB € F. Funkcija m zove se
mera. Osobina (1) zove se aditivnost. Drugacije re¢eno, mera je aditivna funkcija
na nekoj kolekciji podskupova skupa X.

Primedba. Matematickom indukcijom se jednostavno dokazuje da uslov (1)
povlaci da je
(2) m(AyU---UAg) =m(A4r) + -+ m(Ag),

za svaki prirodan broj k, gde su Aj,..., Ay disjunktni skupovi iz F takvi da i
njihova unija pripada familiji F.

Primer 47. 1° Neka je X oblast u ravni i neka je m povrsina. Familiju F ¢ine oni
podskupovi skupa X koji imaju definisanu povrsinu, u smislu izlaganja u 3.1.1.
2° Neka je X = R. Za I = [a, b] defini§imo

m(I)z/ab ! dz.

1+ 22

Kako je podintegralna funkcija integrabilna na (—oo, +00), m(I) je konacéno za svaki
interval I. Aditivnost je zadovoljena zbog osobine aditivnostu integrala. Dakle, m
je mera, definisana na familiji svih intervala.

3° Neka je X proizvoljan neprazan skup i neka je xy € X fiksirana tacka.
Funkcija m definisana sa

1, akoxp€e A
m(A) = Lnjea = {0 inaéeo

je mera definisana za svaki podskup skupa X, dakle ovde je F partitivni skup
skupa X. Zaista, ako su A i B proizvoljni disjunktni podskupovi skupa X, onda
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su noguéi slededi slucajevi: (i) zop € A, zg ¢ B. U ovom slucaju je m(A4) = 1,
m(B) =0, a kako 2o € AU B, onda je m(AU B) = 1. (ii) 29 € A, o € B. Ovaj
sluéaj je ekvivalentan prethodnom. (iii) zg € A,z & B. Tada z¢p € AU B, pa je
m(AU B) = m(A) = m(B) = 0. Prema tome, aditivnost je ispunjena u sva tri
moguca slucaja, pa je m zaista mera.

S obzirom da realni primeri mere uklju¢uju duzinu, povrsinu, zapreminu, jasno
je da ne mozemo zahtevati da mera bude definisana na svakom podskupu skupa
X, jer, kao $to smo ve¢ ranije ustanovili, postoje skupovi koji, na primer, nemaju
povrsinu. Zato se kolekcija F mora dovoljno suziti. Minimalni uslovi koje F mora
da ispunjava da bi se omogucila konstrukcija integrala, dati su u sledecoj definiciji.

Definicija 3.2 Neka je X proizvoljan neprazan skup i neka je F familija pod-
skupova skupa X za koju vazi:

1° X e F.
2 AJBe F=ANBEecF.

3° Za svako A € F postoji konacno mnogo disjunktnih skupova A1, ..., A € F,
tako da je A’ = Ay U Ay --- U Ay.

Familija F koja ima navedene osobine naziva se poluprstenom nad skupom X.
Svaki neprazan i razli¢it od X skup iz poluprstena F nazivamo ¢elijom.

Uslov 2° znaci da ili A’ € F (za k = 1) ili se A’ moze predstaviti kao unija
kona¢no mnogo disjunktnih skupova iz F. Dakle, svako A € F pripada bar jednoj
podeli skupa X na disjunktne podskupove: A, Aq,..., Ax je jedna takva podela.

Primer 48. 1° Partitivni skup svakog skupa X ¢ini jedan poluprsten. Medutim,
ovo je suviSe Siroka struktura da bi se mogla upotrebiti za definisanje integralne
podele.

2° Neka je X = [a,b],a < b. Celiju definiSemo kao proizvoljan interval (otvoren
ili zatvoren sa jedne ili sa obe strane) koji se sadrzi u [a, b]. Nije tesko proveriti da
su ispunjena sva tri uslova iz definicije 3.2, pa je skup svih ¢éelija F poluprsten nad
[a,b]. Kako su éelije intervali, za meru se moze uzeti duzina intervala:

m((a, B)) = m([a, B]) = m((a, ]) = m([e, B)) = B — .

Ako bismo za F uzeli samo otvorene (ili samo zatvorene) intervale, F ne bi bio
poluprsten (zbog uslova 3°, koji ne bi bio ispunjen).

3° Neka je X deo glatke krive u prostoru, zadate parametarskim jednac¢inama
x = z(t),y = y(t),z = z(t),a <t < . Neka je F skup lukova krive izmedu
proizvoljne dve tacke sa parametrom t € [a,f], sa ili bez krajnjih tacaka. F
je poluprsten. Mera éelije moze biti duzina luka kojim je ¢elija odredena. Ovako
definisana mera je pozitivna za svaku celiju. Opisa¢emo sada i drugaciju moguénost.
Ako je ¢éelija S definisana kao deo luka izmedu tacaka A (sat =) i B (sat =),
neka je m(S) = z(8) — z(a). Tada je m aditivna funkcija, dakle jeste mera, ali ne
mora biti pozitivna za svaku éeliju.
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4° Neka je X zatvorena oblast u ravni (videti stranu 71). Celiju definisemo kao
podoblast S C X koja je ograni¢ena sa konacno mnogo glatkih krivih, pri ¢emu
granice mogu, ali ne moraju biti uklju¢ene u S. Skup F svih ¢elija ¢ini poluprsten.
Mera ¢elije moze biti povrsina éelije.

5° Ista konstrukcija kao pod 47 moze se ostvariti ako se za X uzme deo glatke
povrsi, umesto dela ravni. Mera je ovde takode povrsina.

6° Neka je X deo prostora ogranic¢en glatkim povrsima. Familiju F ¢ine pod-
skupovi X koji su takode ograniceni glatkim povr§ima, sa ili bez grani¢nih povrsi.
Mera ¢elije je njena zapremina.

Napomenimo da u svim navedenim primerima meru mozemo izbrati i na drugaciji
nacin, a mi smo naveli samo standardne mere, koje dovode do klasi¢nih tipova in-
tegrala i imaju Siroku primenu.

Slika 34. Ilustracija uslova 3° u raznim slucajevima poluprstena. (polup3)

U svakom od slucajeva iz primera 48, osim prvog, celije su delovi skupa X
koji imaju granice istog tipa kao X (tacke, glatke krive ili glatke povrsi). Ovo je
uobicajen nacin definisanja celija, koji dovodi do integrala, po Semi koju ¢emo sada
izloziti.

Ako je na skupu X zadata metrika d, moze se definisati dijametar éelije A:

diam A = sup d(z,y).
z,yeA

Neka su Ay, ..., A, disjunktne éelije takve da je A; U---U A, = X. U svakoj
od ¢éelija A; izaberimo jednu tacku &;, i = 1,...,n. Skup ¢elija zajedno sa skupom
izabranih tacaka ¢ini jednu podelu skupa X, koju éemo oznagciti sa II:

= H(Ala" '7An;§1a"'a§n) = {Ala"-aAnagla' agn}
Norma podele definiSe se kao najveéi dijametar neke Celije podele:

ITT|| = max diam A;.
1<i<n

Ideja kod definicije i konstrukcije integrala jeste da se posmatraju sve ”sitnije”
podele, tj. podele kod kojih ||II|| — 0. Pri tome moramo pretpostaviti da takve
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podele postoje, tj. da je u poluprstenu F za svako § moguée naéi podelu IT sa
III)| < 6.

Definicija 3.3 Neka je X neprazan skup na kome su definisani: metrika d, poluprsten
F i mera m, pri ¢emu pretpostavljamo da za svako & > 0 postoji podela II sa
|ITT|| < 6. Neka je f realna funkcija definisana na skupu X. Za proizvoljnu podelu
M=T11(Ay,...,An; &, - -, &) definiSemo integralnu sumu:

S(f,I1,X) = Zf(@-)m(Ai).

Ako postoji realan broj I takav da vazi
(Ve > 0)(30 > 0)(VIT) ||| < 6= |S(f,ILX)—1I| <e,

onda I nazivamo integralom funkcije f u odnosu na meru m, u oznaci

(3) I= /X f(x) dm(z).

Ako integral (3) postoji, kazemo da je funkcija f integrabilna na skupu X, po
meri m.

Za sada, kao prototip konstrukcije opisane u Definiciji 3.3 posluzi¢e nam RIE-
MANNov integral na segmentu [a, b], gde su éelije definisane podeonim tackama, a
mera Celije je njena duzina. Oznaka (3) za integral upotrebljava se samo u opstem
slucaju, gde nije precizirano $ta je skup X i koja mera se koristi. U slede¢im
odeljcima detaljno éemo izucavati integrale koji se dobijaju u posebnim slucajevima
naznacenim u primeru 48.

Isto kao kod RIEMANNovog integrala na R, za ograni¢enu funkciju moze se
definisati donja i gornja integralna suma:

So(f,T, D) =Y mym(A;), odnosno S*(f,TI,D) =Y Mm(A;),
=1 =1
gde je

m; = inf f(z,y), M;= sup f(z,y).
(z,y)€A; (z,y)EA;

Ako je mera m nenegativna, tj. m(A4) > 0 za svako A € F, na isti nacin kao u
R dokazuje se da vazi sledec¢a teorema:

Teorema 3.1 Ogranicena funkcija f je integrabilna na X po nenegativnoj meri m
ako i samo ako postoji realan broj I takav da je

lim S.(f,IL,D)= lim S*(f,II,D) =1,
1] —0 Y ) 1] 0 Y )

nezavisno od izbora podela I1. Ako ova jednakost vazi, onda je I = fX f(z) dm(z).
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Napomenimo da je moguce integralne sume definisati i drugacije nego sto je to
uradeno u definiciji 3.3. Na primer, moguée je kodomen funkcije f (dakle, neki
interval realnih brojeva) izdeliti na delove By, ..., B,, a zatim definisati ¢elije na
X kao A; = f~(B;). Tako se dobijaju druge vrste integrala, koje neéemo izuc¢avati
u ovom kursu.

3.1.3 Osobine integrala

Ovde ¢emo dati pregled osobina integrala koje vaze u opstem slu¢aju. Sve ove
osobine proizilaze iz odgovarajuéih osobina integralnih suma, aditivnosti mere i
osobina poluprstena. U sledeé¢im teoremama se podrazumeva da je X metricki
prostor sa metrikom d, na kome je definisan poluprsten F i mera m.

Teorema 3.2 Integral funkcije f(z) =1 jednak je meri skupa X, tj.

/X dm(z) = m(X).

Dokaz. Neka je IT = TI(Aq, ..., An; &, - .-, &,) proizvoljna podela skupa X.
Odgovarajuéa integralna suma sa funkcijom f(z) =1 je

S(f, 10, X) = 21 m(A

Kako su A; disjunktne ¢éelije i kako je A;jU---UA,, = X € F, primenom aditivnosti
mere zakljutujemo da je S(f,II,X) = m(X). Dakle, sve integralne sume imaju
istu vrednost m(X), pa prema tome, integral postoji i jednak je m(X).

Teorema 3.3 Integral je linearni operator definisan na skupu integrabilnih funkcija.

Drugim recima, ako su funkcije f i g integrabilne na X po meri m, onda je i funkcija
af + Bg integrabilna, gde su « i 8 proizvoljni realni brojevi, pri cemu je

(4) /;@ﬂ@+ﬁﬁ@%MMQ=aLj@ﬂMMQ+@Lg@Mm@)

Dokaz. Ova osobina je direktna posledica linearnosti integralnih suma. Naime,
imamo da je

S(af + B9, LX) = (af(&) + Bg(&))m(A:)
=1
:aZﬂwm&HﬂmemA

=aS(f, 11, X) + BS(g, 11, X),

pa se u grani¢nom procesu dobija jednakost (4).
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Teorema 3.4 Ako je funkcija f integrabilna na X, onda je integrabilna i na svakom
skupu A € F. Ako je A= BUC, gde su B i C disjunktni skupovi iz F, onda je

(5) /f ) dm(z /f ) dm(z /f ) dm(z

Teorema 3.4 tvrdi zapravo da je funkcija

_ /A /(@) dm(x)

aditivna, odnosno da je i to mera na F (videti primer 47, 2°). Dokaz ove teoreme,
kao i sledec¢ih nekoliko, izostavljamo, jer su analogni dokazima u sluc¢aju obi¢nih
RIEMANNovih integrala, koji su izlozeni u M 2.

Teorema 3.5 Neka je m nenegativna mera. Ako je f integrabilna funkcija na X
iako je a < f(x) < zasvakoz € X (o, 8 € R), onda je

(6) am(X) < /X f(z) dm(z) < fm(X).

Iz relacije (6) proizilaze razne osobine vezane za nejednakosti. Na primer, ako
je f(z) < g(z), onda je

(7) /X f(@) dmf(z) < /X o(c) dm(z).

Takode vazi nejednakost trougla:
)| < [ @) dma

(8) ‘/f ) dim(z

Nejednakosti (6)-(8) vaze pod uslovom da je m nenegativna mera.

Teorema 3.6 Ako je f integrabilna funkcija na prostoru X i ako je mera svake
Celije iz F razli¢ita od nule, onda je f ograni¢ena funkcija.

Dokaz ove teoreme je isti kao dokaz za RIEMANNov integral na R. I sledeca
teorema se dokazuje na slican nacin kao u R.

Teorema 3.7 Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor. Svaka funkcija koja na
X ima konac¢no mnogo tacaka prekida, integrabilna je na X.

Primedba. U konkretnim sluc¢ajevima koji slede, prostor X ¢e uvek biti
zatvoren i ogranicen, dakle kompaktan, deo euklidskih prostora R? i R3. Dakle, u
svim vrstama integrala koje ¢emo definisati, neprekidna funkcija je uvek integra-
bilna.

Pojam povezanosti definisan je u 2.5.3 za oblasti u ravni. Za proizvoljni metricki
prostor kazemo da je povezan ako se ne moze predstaviti kao unija dva neprazna i
disjunktna otvorena skupa. Ako je prostor po kome se obavlja integracija povezan,
onda vazi sledeca teorema o srednjoj vrednosti integrala.



90 Glava 3. Integrali

Teorema 3.8 Teorema o srednjoj vrednosti. Neka je X kompaktan povezan
metricki prostor sa nenegativnom merom m i neka je X neprekidna funkcija. Tada
postoji £ € X tako da je

(9) Afwdmw=f@de

3.2 Krivolinijski integral
3.2.1 Krivolinijski integral prve vrste (po luku)

Neka je glatka kriva C' data u prostoru parametarskim jedna¢inama

(10) z=uat), y=yt), z=201), a<t<Pp,

pri ¢emu pretpostavljamo da kriva ima konac¢ne krajnje tacke A (sa t = a) i B (sa
t=70).

U kontekstu opste definicije integrala, prostor X ¢ine tacke krive C, sa euklid-
skom metrikom. Pod ¢elijom podrazumevamo luk krive (10) izmedu dve proizvoljne

tacke T7 i Ty na krivoj, u oznaci Tng Mera ¢elije je duzina luka Tng Ocigledno
je ovde mera granice c¢elije jednaka nuli, tako da je svejedno da li uklju¢ujemo
krajnje tacke ili ne. Ovako definisana mera je nenegativna i ne zavisi od orijentacije
krive. Podela II krive C' je definisana tackama A = Ty, T4, ..., T,—1,T, = B, koje

predstavljaju granice ¢elija, kao i tackama X; koje se biraju unutar Celija T;_17;,

i =1,...,n. Neka je funkcija (x,y,2) — f(x,y,z) definisana na luku AB. Inte-
gralna suma je

(11) S(f,10,C) = Zf i) As,

gde je As; = m(T;—1T;) mera Celije T,;_lﬂ, tj. duzina luka. Integral koji se dobija
ovom konstrukcijom zove se krivolinijski integral I vrste, ili integral po luku, u

oznaci
[ fwas
C

Iz definicije integrala neposredno se dobija mogucénost njegovog svodenja na
RIEMANNov integral. Naime, ako se kriva C' predstavi u prirodnoj parametrizaciji,
onda je (11) integralna suma za

l
Af@@w@w@ﬂ&

gde je [ duzina luka AB. Prema tome,

l
(12) ljmwawzlfmwmwamm7
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pri ¢emu je sa leve strane u (12) krivolinijski integral, a sa desne strane je obican
RIEMANNov integral. Pretpostavimo sada da je kriva izrazena u proizvoljnom
parametarskom obliku (10); tada je ds = /@2 4+ y? + 22 d¢, pa se iz (12) dobija da
je

B
(13) /Cf(x, y,z)ds = / Fla(t), y(t), 2(t))\/32 + 52 + 32 dt .

Primer 49.

Krivolinijski integral I vrste ne zavisi od orijentacije krive, jer mera Celija podele
ostaje ista pri promeni orijentacije.

3.2.2 Krivolinijski integral druge vrste (po koordinatama)
Posmatrajmo ponovo krivu C' definisanu sa (10) i pretpostavimo da je orijentisana
u smeru u kome parametar raste. Neka su ¢elije definisane na isti nac¢in kao u

slucaju integrala I vrste. Meru ¢emo definisati na drugaciji nac¢in. Neka je 7175
jedna ¢elija ogranicena tackama T (x1,y1,21) 1 Ta(22, Y2, 22), koje se dobijaju za
vrednosti parametra t; i to respektivno, pri ¢emu smo tacke tako oznacili da T
dolazi ispred T» pri obilasku krive u smeru u kome je orijentisana. Neka je

—~

m(Tng) = X9 —I1.
Ovako definisana mera zavisi od orijentacije; ako se orijentacija promeni, onda je
T; ispred Ty, pa je m(T1Ts) = x1 — 2. Integralna suma je

n

(14) Sa(f,T1,0) = > f(X:)Aw;,

i=1

gde je Az; = x; —x;_1. Integral koji se dobija iz ove konstrukcije naziva se krivolin-
ijskim integralom II vrste (ili po a-koordinati), u oznaci

/ f(z,y,2z) da .
c

Ako se analogan postupak primeni na ostale dve koordinate, dobija se opsti oblik
krivolinijskog integrala po koordinatama:

(15) LPm%@M+Qm%@®+R@%@®,

gde su P, Q, R date funkcije, definisane na C'. Analizom integralnih suma, moze se
pokazati da vazi sledeca relacija:
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(16) /C P(e,y,2) de + Q(a,y, 2) dy + R(z,y, =) dz

8
= / (Pla(t), y(t), 2(0)2 + Q(x(t), y(1), 2(1))y + R(x(t),y(t), 2())) dt,

gde je sa leve strane u (16) obican RIEMANNov integral. Primetimo da se (16)
formalno dobija kada se u (15) izvrsi smena z,y,z sa z(t),y(t), z(t), ali to nije
korektan dokaz, jer je (15) krivolinijski integral, u kome nemamo opravdanje za
smenu promenljive!.

Oznaka: Ukoliko je kontura C' zatvorena, obi¢no se koristi oznaka § za
krivolinijske integrale, t;j.

f fay2)ds i fc P(a,y, ) de + Q(a,y, 2) dy + R(z,y, ) d=.

Integracija po konstantnoj koordinati. Ako kriva C' pripada ravni normal-
noj na z-osu, onda je [, f(x,y,z)dr = 0. Zaista, svaka ravan normalna na z-osu
ima jednacinu x = x( za neko xg, odakle sleduje da su sve integralne sume po x
jednake nuli.

Zavisnost od orijentacije. Krivolinijski integral II vrste menja znak pri
promeni orijentacije krive. Naime, pri promeni orijentacije, mera svake Celije menja
znak, kao §to smo veé ustanovili, pa se isto odnosi i na integral.

Primer 50. Primer izracunavanja II

3.2.3 Dalje osobine krivolinijskih integrala
Veza izmedu krivolinijskih integrala I i II vrste

Neka su a, 3,7 uglovi koje tangenta krive C' zaklapa sa koordinatnim osama. Iz
relacije (62) na strani 73 dobijamo da je

dxr =cosads, dy =cosfds, dz = cos~yds,

odakle se izvodi? sledeéa veza izmedu integrala I i II vrste:

(17) /de—i—Qdy—i—Rdz:/(Pcosa—l—Qcosﬁ—}—Rcosw)ds,
c c

Napomenimo da pri promeni orijentacije oba integrala u (17) menjaju znak.
Naime, promena orijentacije ekvivalentna je promeni smera tangente, tako da kos-
inusi uglova menjaju znak.

1Veéinu dokaza osobina koje su ,o¢igledne” éemo preskoéiti i ubudude.
2Polazeéi ponovo od integralnih suma.
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Vektorski oblik krivolinijskog integrala

Ako se definise vektorska funkcija tri promenljive a(z, y, z) = (P(z,y, 2), Q(z, v, 2), R(x,y, ),
onda se krivolinijski integral IT vrste moze u opStem slucaju predstaviti kao integral
skalarnog proizvoda:

/de+Qdy+Rdz:/a~dr, dr = (dz, dy, dz).
c c
Ako se ovde stavi vektorski proizvod, dobija se vektor-integral
i J k
/ ax dr = / P Q R,
c Cldx dy dz

¢ije su komponente tri krivolinijska integrala po koordinatama.

Fizicka interpretacija krivolinijskog integrala

Fizicka interpretacija I.
Fizicka interpretacija II.

3.3 VisSestruki integral
3.3.1 Dvojni integral

Definicija dvojnog integrala

Neka je u ravni R? zadata zatvorena i ograni¢ena oblast D &ija je granica deo po
deo glatka kontura. Pod éelijom o podrazumevamo svaku podoblast! oblasti D,
koja je takode ograni¢ena nekom deo po deo glatkom konturom. Mera éelije, m(o)
je njena povrsina. Primetimo da je mera granice svake celije jednaka nuli. Podelu
II oblasti D ¢ini n disjunktnih ¢elija o1, ...,0y,, Cija je unija jednaka D, kao i po
jedna tacka iz svake éelije, Pi(x1,y1), ..., Po(@n,yn). Za funkciju f definisanu na
D, formiramo integralnu sumu

n

S(f,1L, D) = Z f(@i, yi)m(os).

i=1

Integral koji se dobija polazeéi od ovako definisanih integralnih suma zove se dvojni
integral funkcije f po oblasti D, u oznaci

(18) 1= //D flz,y) dz dy.

Kako je mera svake celije pozitivna, iz teoreme 3.6 zakljucujemo da je svaka
integrabilna funkcija ograni¢ena na D.

o
1U smislu konvencije koju smo ranije uveli, podrazumeva se da je o7 0.
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Geometrijska interpretacija dvojnog integrala

Za funkciju f(z,y) = 1, svaka integralna suma za odgovarajué¢i dvojni integral
jednaka je zbiru povrsina svih ¢elija podele, dakle povrsini oblasti D. Stoga je

P(D) = / /D de dy,

gde je sa P(D) oznaCena povrSina oblasti D. U kombinaciji sa alternativnim
na¢inom izracunavanja dvojnog integrala koji ¢emo izloziti u 3.3.2, ova formula
omogucava nalazenje povrsine Siroke klase figura u ravni.

U sluc¢aju nenegativne funkcije f, opsti ¢lan integralne sume,

f(@i,yi)m(o;)
je zapremina pravog cilindri¢nog tela ¢ija je donja osnova ¢elija o, a visina f(z;,y;).

Zbir svih ovakvih zapremina je aproksimacija za zapreminu V dela prostora na slici
35, a dvojni integral koji se dobija grani¢nim procesom iz integralnih suma jednak

je zapremini:
v [ s
D

Slika 35. Izracunavanje zapremine pomocu dvojnog integrala. (szap2)

Primere izracunavanja povrsina i zapremina primenom navedenih formula da¢emo
kasnije (primeri 53 i 54).
3.3.2 Svodenje dvojnog integrala na dvostruki

Za datu funkciju (z,y) — f(z,y), integral

/cdf(x,y) da

je funkcija promenljive x. Ako se jo§ jednom integrali po x, u granicama od a do
b, dobija se dvostruki integral

(19) /:/Cdﬂx,y)dydx:/ab </cdf<x,y>dy) do .
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Dvostruka integracija se moze vrsiti i obrnutim redosledom:

(20) /Cd/abf@,y)dxdy/j (/abf(wyy)dy> d

Izracunavanje dvostrukog integrala svodi se na izracunavanje dva jednostruka RIE-
MANNova integrala. Pokazademo sada da su, pod odredenim uslovima, integrali (19)
i (20) medusobno jednaki i jednaki dvojnom integralu funkcije f po pravougaoniku
[a, 0] x [c,d].

Teorema 3.9 Ako je funkcija (x,y) — f(z,y) integrabilna na pravougaoniku P =
[a,b] X [c,d] i ako je, za svako x € [a,b|, funkcija y — f(z,y) integrabilna na
segmentu [c, d], tada postoji dvostruki integral (19) i jednak je dvojnom integralu
po pravougaoniku:

(21) //Pﬂx,y) d dy—/ab/jﬂx,y) dy di

Slika 36. Uz teoremu 7?7 (sldvodvo)

Dokaz. Podelimo segmente [a,b] i [¢, d] na delove pomoc¢u tacaka
Tp=a<x < - <T; <Tip1 < Ty =0>b 1

Yo=c<yp < <Y <Yjr1 < Yp=4d.

Ova podela definise podelu pravougaonika P na m - n pravougaonika (éelija) P;;
(videti sliku 36). Povrsina pravougaonika P;; je Az;Ay,;. Neka su m;; 1 M;;
infimum, odnosno supremum vrednosti funkcije f u pravougaoniku F;;. Pri datoj
podeli donja i gornja integralna suma za dvojni integral po pravougaoniku P su,
respektivno

m—1n—1

m—1 1
i=0 j

—0 i=0 j=0
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S druge strane, imamo da je
(22) mij < f(z,y) < Miy;  (z,y) € Py
Stavljajuéi da je x = &; proizvoljna, ali fiksirana tacka u [x;, x;41], integracijom po
Y € [y;,y;+1) nejednakosti (22) dobijamo
Yj+1
mijAy; < / f(&y) dy < M Ay;,
Yi

gde je Ay; = yj41 — y;. Integral f;jj+1 f(&,y) dy postoji jer je po pretpostavci
J

funkcija y — f(&;,y) integrabilna na [c, d], a time i na [y;, y;+1]. Dalje, sumiranjem

po j dobijamo da je

n—1 d n—1
> mijAy; < / F(&y) dy < My Ay;.
j=0 ¢ =0

Ako oznacimo integral fcd f(&,y) dy sa I(&;), pomnozimo dobijene nejednakosti sa
Ax; i sumiramo po ¢, dobijamo

m—1n—1 m—1 m—1n—1
i=0 j=0 =0 =0 j=0

Kad m — +00in — +o00, S, 1 S* konvergiraju ka dvojnom integralu

J = //P f(, ) de dy,

koji po pretpostavci postoji. To znaéi da i srednji ¢lan konvergira ka J. S druge
strane, srednji ¢lan je integralna suma za integral

Lbf(x>dxlb/6df<x,y>dydx,

iz ¢cega sleduje da ovaj dvostruki integral postoji i da je jednak J, a to je i trebalo
dokazati. O

Prethodna teorema moze se iskazati i za obrnut redosled integracije u dvostrukom
integralu, pod analognim uslovima. U oba slucaja, uslovi su ispunjeni ako je f
neprekidna funkcija na P, pa vaze sledeé¢e jednakosti:

Ako je (z,y) — f(z,y) neprekidna funkcija na pravougaoniku P = [a, b] X [c, d],
tada je

(24) //Pf<m7y>dxdy:/ab/cdf@,y)dydx:/cd/abf<m7y>dxdy.
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Slededi rezultat je prosirenje teoreme 3.9 na opstiju oblast integracije.

Teorema 3.10 Neka je oblast D ograni¢ena pravama x = a, x = b i krivama
y = g1(x), y = g2(x), gde su g1, ge neprekidne funkcije na [a,b] 1 gi(x) < gao(x)
za svako x € [a,b]. Ako je funkcija (x,y) — f(z,y) integrabilna u oblasti D i ako
je, za svako x € [a,b], funkcija y — f(z,y) integrabilna na segmentu [g1(x), g2(x)],
tada je

(25) / /D f(z,y) dz dy = / b / (()) f(@,y) dy dz .

Dokaz. Kako su g1 i go neprekidne funkcije, postoje konaéni

= 1 y d = .
= min g (z) Jmax, g2(z)

Na pravougaoniku P = [a, ] X [¢,d] definisimo pomoénu funkeiju f* sa

0 u ostalim tackama pravougaonika P.

f*(x’y):{f(mvy) ako (l’,y)ED,

Kako je
//Pf*(:ay) dxdyz//D (. y) dxdy+/P\Df*(x’y) de dy

- / /D f(, ) d dy,

i kako je f po pretpostavci integrabilna na D, zakljuCujemo da je funkcija f*
integrabilna na pravougaoniku P. Dalje, za svako fiksirano = € [a,b] imamo da

je
d g1(x) g2(x) d
[ (z,y)dy = [ (z,y) dy + [ (xy) dy + [ (x,y)d
/C (z,y)dy / (z,y)dy /g (z,y)dy / (z,y)dy

1(zx) g2(x)

g2(x) g2(x)
(27) = / [ (x,y) dy / f(z,y)dy,
g1(x) g1(x)

iz cega sleduje da je za svako x € [a, b] funkcija y — f(z,y) integrabilna na [c, d].
Prema tome, uslovi teoreme 3.9 su ispunjeni, pa njenom primenom dobijamo da je

//P f*(@,y) dz dy = /:/Cdf*(sc,w dy d,

odnosno, koriste¢i (26) i (27),

//Df(x,y) dxdy:/ab/::) f(z,y) dy dz,

§to je i trebalo dokazati. O
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Primer 51. Nadi integral (jedan obican primer)

=,

I teorema 3.10 moze se primeniti u obrnutom poretku integracije dvostrukog
integrala, kad su ispunjeni odgovarajuéi uslovi, a to je slucaj kada je, na primer,
f(x,y) neprekidna funkcija na oblasti D. Tada vaze jednakosti analogne sa (24).
Promena poretka integracije ponekad je jedini na¢in da se dvostruki integral resi,
kao $to pokazuje sledeéi primer.

Primer 52. Naéi vrednost dvostrukog integrala

1ol
I://e*“’ﬂdxdy.
0 Jy

. . oy . .. — 2 . s . o . ’ .
Resenje. Primitivnu funkciju fe /2 4g nije moguce izraziti pomocu elementarnih

funkcija (M2, XXX). Prema tome, dvostruki integral I se ne moze resiti u datom poretku
integracije. Medutim, kako je podintegralna funkcija neprekidna, imamo da je I jednak
dvojnom integralu po oblasti P (videti sliku XXX).

I:// e_xQ/QdJ:dy.
D

Ako sada ponovo prikazemo I kao dvostruki integral, ali u obrnutom poretku integracije,
dobijamo da je

1 x 1 x 1
I :/ / e dy dz z/ e~ /2 (/ dy) dx =/ ze 1% dz.
o Jo 0 0 0

Uvodenjem smene z2/2 = t u poslednjem integralu, dobijamo da je

1
I:/ e tdt=1—e"'.
0

Primer 53. Izracunati povr§inu oblasti..

Primer 54. Izracunati zapreminu tela...

3.3.3 Trojni integral

Neka je D zatvorena i ograni¢ena oblast u R3, ¢ija granica je unija konaéno mnogo
glatkih povrsi. Pod éelijom W podrazumevamo svaku podoblast oblasti D, koja je
takode ogranicena sa kona¢no mnogo glatkih povrsi. Mera éelije, m(W) je njena
zapremina. Za funkciju tri promenljive f(z,y,z) definisanau na D, formiramo
integralnu sumu

S(fvl_‘[aD) = Zf(‘ruylvzl)m(wl)a
i=1
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gde je II podela definisana celijama W; i tackama P;(x;,yi, 2;) (i = 1,...,n). Inte-
gral koji proizilazi iz ove konstrukcije naziva se trojnim integralom, u oznaci

///D flz,y,2) da dy dz.

Ocigledno postoji potpuna analogija izmedu dvojnog i trojnog integrala. Trojni
integral se svodi na trostruki, pod analognim uslovima onima koji vaze za svodenje
dvojnog integrala na dvostruki. Na primer, ako je oblast integracije kvadar D =
[a,b] x [e,d] X [e, f], i ako je funkcija f neprekidna, onda je

///Df(%yaz)dxdydz_/ef/cd/abf(%yaz)dffdydz—/ef/ab/cdf(x,y,z)dydxdz—m,

odnosno, svih 6 mogudéih trostrukih integrala su medusobno jednaki, i jednaki su
trojnom integralu po oblasti D.
Zapremina oblasti D € R? ograni¢ene deo po deo glatkom povrsi data je sa

V(D):///D dz dydz .

Primer 55. Jedan trojni integral.

3.3.4 Integral na R"

Integral po oblasti u euklidskom prostoru R, za n > 3 definiSe se polazeéi od istih
principa kao i opsti integral; dakle, definiSe se Sta su ¢elije i $ta je njihova mera.
Medutim, s obzirom da smo ovde liSeni geometrijske ociglednosti, matematicki
aparat potreban za definisanje celija i mere postaje znatno slozeniji. Za veéinu
problema u kojima se moze pojaviti integral po prostoru dimenzije ve¢ e od tri,
dovoljno je znati da se u slucaju neprekidne funkcije ovaj integral svodi na n-
tostruki po istom obrascu po kome se dvojni integral svodi na dvostruki ili trojni
na trostruki. Po analogiji sa R3, za oblast D u prostoru R” definisemo zapreminu
kao n-tostruki integral po oblasti D funkcije f(x1,...,2,) = 1. U ovom odeljku
¢emo n-tostruki integral po oblasti D oznacavati sa

/D /(=) da,

//-~-/Df(m1,...,a:n)dx1...dgcn.

Prema tome, zapremina oblasti D je

umesto sa

V(D) = /D dz = m(D).
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Pri izracunavanju zapremina u R™ od koristi su dve transformacije: translacija
i homotetija. Za datu oblast D C R" i za a € R" definiSemo oblast
D+a={xcR"|z=y+a, yc D}

Oblast D + a se dakle dobija od oblasti D translacijom za vektor a. Kako je

/ dm:/ dy (smena = y + a),
D+a D

zapremina oblasti D + a jednaka je zapremini oblasti D.
Ako je, za neko r > 0,

D.={xeR"|x=ry, y< D},

onda kazemo da su oblasti D i D, homoteticne, sa koeficijentom homotetije r. Iz

/ de = / r" dy (smena x = ry),
D

r

nalazimo da je V(D,) = r"V (D).

Primer 56. 1° Pravougli paralelepiped u n dimenzija je skup onih tacaka x pros-
tora R™ ¢ije koordinate ispunjavaju uslove

T € [alabl}v"’axn € [anabn]v

gde su a;,b; (1 =1,...,n) realni brojevi takvi da je a; < b;. Zapremina pravouglog
paralelepipeda je data sa

b fbno1 by
/ / dzy -+ dap, day, = (b1 —a1) -+ (bpe1 — an—1)(bn — an).

1

2° n-dimenzionalna kugla poluprec¢nika r sa centrom u nuli je skup tacaka x €
R™ takvih da je ||z| <7, tj.
sc%—l—-n—i—xi <ri
Neka je V,,(r) zapremina ove kugle. Kako je svaka kugla homoteti¢na kugli poluprecénika
1, imamo da je V,(r) = Cur™, gde je C), zapremina jedini¢ne kugle. Naéi ¢emo
rekurentnu formulu za C,, na sledeéi nac¢in. Ako je ¢ € [—r,r], onda tacke x na
kugli za koje je x,, =t (presek kugle i ravni x,, = t) ispunjavaju uslov

x%+~~+xi_1 <T2—t2,
tj., ovo je n — 1 dimenzionalna kugla polupre¢nika /r2 — 2, ¢ija zapremina iznosi

Vi1 (V12 —12) = C,_1(r? — t2)(»=1/2. Prema tome, zapremina n-dimenzionalne
kugle dobija se kao integral

Vi (r) = / Vo (VP — ) dt,

-

1Ovaj postupak je analogan izratunavanju zapremine tela u R3 kada su poznate povrsine
poprecnih preseka.
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odnosno,

Cpr™ = c,,_l/ (r?2 — 2)(n=D/2 q¢.

Dobijeni jednostruki integral se reSava smenom ¢t = rcos7 i tako se dolazimo do
rekurentne formule

w/2
C,=0Cnh_1 / cos” T dr.
—m/2

Ovo je integral poznat iz osnovnog kursa Matematicke analize. Pocetna vrednost C
je 2, jer je ,zapremina” kugle za n = 1 u stvari duzina intervala (—r,r). Konacno,
posle reSavanja integrala, a zatim i rekurentne relacije, dobija se da je

v 2[(”""1)/2] 7'('[”/2] rn
nl\T) = .

n!!

U specijalnim slucajevima za n = 1,2, 3 dobijaju se: duzina intervala (2r), povrsina
kruga (r’m) i zapremina sfere (4r37/3). Zapremina kugle u R* je V(r) = r*r?/2.

3.3.5 Nesvojstveni integral

U ovom delu ¢emo izloziti osnove teorije nesvojstvenih integrala za funkcije dve
promenljive. Potpuno analogna teorija vazi za sluc¢aj trojnih integrala, kao i za
opsti slucaj n-tostrukih integrala.

Dvojni integral, isto kao i jednostruki, nazivamo nesvojstvenim ako je oblast
integracije neogranicena ili ako je podintegralna funkcija neogranicena.

Neka je D neogranic¢ena oblast u R?, ¢ija je granica deo po deo glatka kriva.
Neka je f(x,y) funkcija koja je definisana na D i integrabilna na svakoj kona¢noj
podoblasti B C D. Posmatrajmo niz oblasti D,, C D sa osobinom da svaka oblast
D,, sadrzi oblast K,ND, gde je K,, kugla poluprecnika n sa centrom u koordinatnom
pocetku (videti sliku 37a)

Slika 37. Uz definiciju nesvojstvenog integrala. (sbeobl)

Ako za bilo kakav niz oblasti D,, sa navedenom osobinom postoji ista grani¢na

vrednost
lim T dedy =1
n 1 ﬁ ; f( 7y) Y )



102 Glava 3. Integrali

onda kazemo da nesvojstveni integral po oblasti D ima vrednost I:

//Df(w,y)zf-

Na analogan nacin se definiSe i nesvojstveni integral funkcije koja je neogranicena
u okolini neke tacke (zo,yo) € D, i integrabilna na svakoj podoblasti B C D koja
ne sadrzi tacku (zg,yo). Oblasti D,, u ovom slu¢aju su predstavljene na slici 37b.
Za svako n, oblast D), sadrzi skup K7 /n ND, gde je K| /n komplement kugle opisane
oko tacke (zg,yo) polupreénika 1/n.

Sa gledista izracunavanja nesvojstvenog integrala, vazni su uslovi pod kojima
se nesvojstveni dvojni integral moze izraziti kao dvostruki integral. U tom smislu
navodimo bez dokaza slede¢u teoremu, koja vazi za beskona¢nu pravougaonu oblast.

Teorema 3.11 Neka je D beskonacna traka u ravni R?, ograniena pravama
x=a,x=>by=c (a<b). Nekaje f(x,y) funkcija koja je integrabilna na svakoj
ogranicenoj oblasti B C D. Ako postoji konac¢an dvostruki integral

/ab/cm |/ (@, y)| dy da,

onda postoji i nesvojstveni dvojni integral po oblasti D i ovi integrali su jednaki,

t.
//D :/ab/jooﬁ(%y)ldydx.

Isti rezultat vazi i u slucaju da su neki od brojeva a, b, ¢ jednaki +o00.

Ako oblast integracije nije tipa koji je posmatran u teoremi 3.11, moze se pri-
meniti sli¢na dosetka kao u dokazu teoreme 3.10 na strani 97 (dopuna do pravougaone
oblasti).

Primer 57. Integral

+oo 9
I:/ e ® dz
0

zove se POISSONov integral. Ovaj integral se pojavljuje u Teoriji verovatnoce i
njenim primenama, u raznim oblicima. Interesantno je da iako se odgovarajuci
neodredeni integral ne moze izraziti preko elementarnih funkcija, vrednost za I se
moze odrediti primenom dvojnog integrala. Uoc¢imo najpre da je, zbog parnosti

podintegralne funkcije,
1 [t
I== e” 7 dux.
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Dalje je

1 +oo +o00
12=1.1=7/ e—“zdx/ eV dy

4 —o0 —00

1 1

== // e~ @) g dy = - // e*”2p dp dy
4 R?2 4 R?2
1 2 400 2 1

_ - =5 4q do = =

odakle nalazimo da je I = /7 /2.

3.4 Green-Riemannova formula

GREEN-RIEMANNova formula (teorema 3.12) izrazava krivolinijski integral po zatvorenoj
krivoj u R? pomoéu dvojnog integrala po oblasti koju ta kriva zatvara. Ova, naiz-
gled neobicna veza izmedu jednodimenzionalnog i dvodimenzionalnog integrala, ima
sustinski znacaj u raznim primenama, kao i u daljem razvoju teorije integrala.

U formulaciji teoreme 3.12 pojavljuje se pojam orijentacije krive u ravni, koji
je definisan u odeljku 2.5.3.

Teorema 3.12 Neka je oblast D u ravni R? ogranicena sa jednom ili sa vise deo
po deo glatkih kontura. Pretpostavimo da su funkcije P(x,y) i Q(x,y) neprekidne
na D ida imaju parcijalne izvode OP/dy i 0Q /Ox, koji su takode neprekidni. Tada
je

(28) jiP(x,y) de + Q(z,y) dy = //D (gff - ?9];) dz dy,

gde je sa C' oznacena granica oblasti D, orijentisana u pozitivnom smeru.

Dokaz. Posmatrajmo najpre slucaj jednostruko povezane oblasti ogranic¢ene
deo po deo glatkom konturom C', koja ima osobinu da svaka prava paralelna z-osi ili
y-osi seCe konturu C' u najvise dve tacke (tzv. elementarna oblast). Oblast ovog
tipa je prikazana na slici 38, 1 moze se definisati sa a < x < b; y1(z) < y < yo(x),
gde su y; i1 y2 neprekidne funkcije.

Kako je 0P/dy neprekidna funkcija, imamo da je

// dxdy_/ /yl(m) oy dydx—/ab (P(z,y2(2)) — P(z,y1(2))) da
_/ABBP(x y)dx_/AaBP(w’y)dx:/ABBP(ar,y)der/BaAP(x,y)dx

%CPI:I/ fCPmy
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Slika 38. Elementarna oblast. (sgrere0)

Posmatrano sa y-ose, oblast D se moze prikazati i u obliku ¢ <y < d; h1(y) <z <
ha(y). Ponavljajuéi postupak u (29), sa @ i 9Q/dx umesto P i P/dy respektivno,
dobijamo

(29) //D %f dz dy — %CQ(w,y) dz.

Konac¢no, iz (29) i (29) dobija se tvrdenje teoreme za elementarnu oblast.

Ako se oblast moze razbiti na kona¢no mnogo elementarnih oblasti, dokaz se
svodi na prethodni slucaj. Na primer, neka se oblast D ogran¢ena konturom C
moze predstaviti kao unija dve elementarne oblasti D; i Dy koje su ogranicene
konturama C7 i Csq, respektivno. Tada je

Slika 39. Uz dokaz Green-Riemannove formule: Oblast koja se razbija na dve
elementarneoblasti. (sgrere)

(30) %deJery:}{ de+Qdy+?{ Pdx+ Qdy,
e} C1

Cy
jer se u zbiru sa desne strane integrali po AB i BA "potiru”. Kako su oblasti Dy i
Dy elementarne, iz GREEN-RIEMANNove formule dokazane za takve oblasti sleduje
da je
0 OP
Pdz+Qdy + de+Qdy=// <Q—> dz dy
a s p, \ Oz Oy
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o0 (2w (3w

gde poslednja jednakost izlazi iz aditivnosti dvojnog integrala. Iz (30) i (31)
dobija se GREEN-RIEMANNova formula za slucaj unije dve elementarne oblasti.
Opsti slu¢aj konatno mnogo elementarnih oblasti moze se sada formalno dokazati
matematickom indukcijom.

Najzad, najopstiji sluc¢aj proizvoljne oblasti svodi se na slucaj unije kona¢no
mnogo oblasti, ali detalje ovog dokaza izostavljamo, jer su previse komplikovani. O

Interesantno je primetiti da je za izracunavanje dvojnog integrala sa desne strane
u (28) potrebno poznavanje vrednosti parcijalnih izvoda u celoj oblasti, dok je za
krivolinijski integral sa leve strane potrebno poznavati samo funkcije na granici te
oblasti. Ovo je posledica visokog stepena regularnosti (neprekidnost, diferencija-
bilnost) koji se zahteva od funkcija i granica. S druge strane, analogna situacija je
u formuli

b
£(b) - f(a) = / f(z) da,

gde je takode za izracunavanje integrala sa desne strane potrebno poznavanje izvoda
na celom intervalu, dok je sa leve strane potrebno poznavati samo vrednosti funkcije
na granicama intervala.

Primer 58. Jedan obi¢an primer: Sluc¢aj kada uslovi nisu ispunjeni.

Primer 59. Krivolinijski preko dvojnog. Ima li moguénosti za dvojni preko
krivolinijskog?

Primer 60. Slucaj kada se oblast zatvara da bi se izrac¢unao krivolinijski intergal.

Jedna od neposrednih posledica GREEN-RIEMANNove formule je moguénost
izra¢unavanja povrsina pomocu krivolinijskih integrala.

Teorema 3.13 Neka je D jednostruko povezana oblast u ravni R?, ogranicena
deo po deo glatkom konturom C, orijentisanom u pozitivnom smeru. Ako je m(D)
povrsina oblasti D, tada je

1
m(D):%mdy:—j{ydxzf%xdy—ydx.
c c 2 Je
Dokaz. Kako je

fxdy:// @dxdy:// dz dy = P(D),
c p Oz D

prva od navedenih formula je dokazana. Ostale dve se slitno dokazuju.
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Pretpostavimo da je oblast D visestruko povezana, ograni¢ena spoljnom kon-
turom Cj i unutrasnjim konturama C1, ..., C,,. Ukupna granica oblasti D, tj. kriva
C =CyuCrLU---UC, orijentisana je u pozitivnom smeru ako je kriva Cj orijenti-
sana u pozitivnom, a sve unutrasnje krive u negativnom smeru u odnosu na oblast
koju zatvaraju (videti odeljak 2.5.3). GREEN-RIEMANNova formula u razvijenom
obliku u ovom slucaju glasi:

(32) jfcpdx+Qdy—i7§C de+Qdy://D<gg—g§> dz dy,
o = Je,

pri ¢emu su sve konture orijentisane u pozitivnom smeru.

3.5 Nezavisnost krivolinijskog integrala u ravni od
puta integracije

Ako su A i B dve date tacke u ravni, simbol

B

(3) [ Pl ar Qe dy

u opstem slucéaju nema smisla, ako nije precizirana kriva po kojoj se integrali. U
ovom odeljku interesuje nas pod kojim uslovima integral (33) ne zavisi od puta
integracije, ne za fiksirane tacke A i B veé za svaki par tacaka u datoj oblasti.
Preciznije, kazemo da integral (33) ne zavisi od puta integracije u oblasti D
ako za svake dve deo po deo glatke krive Ly i Ly koje pripadaju oblasti D, takve
da obe poc¢inju u nekoj tacki A € D i zavrSavaju se u nekoj tacki B € D vazi da je

6y [ Paw)de+Quy)dy= [ Pl et Qo) dy
L1 L2
Pretpostavimo da je D jednostruko povezana oblast u ¢ijoj unutrasnjosti vazi
oP 0Q
35 - =
(35) dy ox

Neka je C' proizvoljna deo po deo glatka kriva koja pripada oblasti D. Kako je D
jednostruko povezana oblast, onda i oblast Dy koja je zatvorena krivom C pripada
oblasti D, pa uslov (35) vazi na Dy. Sada iz GREEN-RIEMANNove formule, pod
pretpostavkom da su ispunjeni uslovi za njenu primenu, dobijamo da je

(36) ]{jP(m,y) dz + Q(z,y) dy—//Do <g§cg_66}y3) dzdy =0,

za svaku zatvorenu krivu C koja pripada oblasti D'. Neka su L; i Ly dve proizvoljne
krive koje pocinju u tacki A i zavrsavaju se u tacki B (videti sliku 40), a pripadaju
oblasti D.

1Ukoliko uslov (35) nije ispunjen na granici oblasti D, to nema znacaja, jer je dvojni integral
po granici oblasti jednak nuli.
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Slika 40. (snezkril)

Ako sa C ozna¢imo zatvorenu krivu koja se sastoji od krivih Ly i Lo i orijentisana
je u pozitivnom smeru, tada je, prema (36)

O:%de—i-Qdy:}l{ Pdxr+Qdy
c LoUCT

= Pdr+Qdy— Pdx+Qdy,
Lo Ly

§to znaci da su integrali od A do B po proizvoljnim krivama L1 i Lo u oblasti D
medusobno jednaki, pa integral (33) ne zavisi od puta integracije. Ovim je dokazana
polovina sledeée teoreme.

Teorema 3.14 Pretpostavimo da su funkcije P, Q, OP/0y i 0Q/0x neprekidne
na jednostruko povezanoj oblasti D. Tada krivolinijski integral (33) ne zavisi od
puta integracije u oblasti D ako i samo ako je ispunjen uslov (35) u svakoj tacki u
unutrasnjosti oblasti D.

Dokaz. Veé¢ smo dokazali da, pod navedenim uslovima, (35) implicira nezav-
isnost krivolinijskog integrala od puta. Dokazimo obrnuto tvrdenje. Dakle, pret-
postavimo da integral (33) ne zavisi od puta integracije u oblasti D i definiSimo
funkciju

(z,y)

(37) F(z,y) = / P(u,v) du + Q(u,v) dv,

(z0,y0)
gde je A(xo,yo) proizvoljna ali fiksirana tacka iz D i gde se pretpostavlja da se
integracija obavlja po proizvoljnoj krivoj koja cela pripada oblasti D i koja je
orijentisana u smeru od tacke A(xg,yo) do tacke B(x,y). Pretpostavimo sada da je
D pravougaona oblast. U tom sluc¢aju, ako tacke A i B pripadaju oblasti D, onda
i tacka C(xq,y) takode pripada oblasti, a time i kontura AC B na slici 41.

Dalje imamo da je

z+Az,y

F(a+ Aa,y) - Fla,y) = /( P dut Q) dy
z,y
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Slika 41. Uz dokaz teoreme 3.14 (snezkri2)

r+Ax
(38) _ / Plu, y) du

Prema teoremi o srednjoj vrednosti, s obzirom da je P neprekidna funkcija po prvoj
promenljivoj, imamo da je

z+Ax
(39) / P(u,y) du = P(&,y)Ax, za neko € € (z,x + Ax).

Sad iz (38) i (39), ponovo koriste¢i neprekidnost funkcije P, dobijamo da je
F(z + Az,y) — F(z,y)

lim = lim P(¢,y) = P(x,y),

Az—0 Ax Az—0

odnosno, da je
OF (z,y)

40 P = —>

(10) (e,9) = S

Na slican nacin, koriste¢i analognu konturu, pokazuje se da je
OF (x,y)

41 — T\

(1) Qay) = =5

Diferencirajuéi obe strane jednakosti (40) po y i (41) po z, nalazimo da je

OP  *F  0Q  O°F

dy  Oydxr’ Ox  0xdy’

Kako su, po pretpostavci, parcijalni izvodi 0P/9y i 0Q)/0x neprekidni, iz teoreme
o jednakosti mesovitih parcijalnih izvoda sleduje jednakost (35), §to je i trebalo
dokazati.

U dokazu je pretpostavljeno da je D pravougaona oblast. U slucaju kada to nije

o
ispunjeno, kako je D otvoren skup, on zajedno sa svakom svojom tackom sadrzi i
jednu okolinu u d,,-metrici, a to je kvadrat. Neka je M(z,y) proizvoljna tacka iz

[O) i neka je K kvadrat opisan oko M koji se sadrzi u 10) Ponavljanjem navedenog
dokaza za K umesto D, dobija se da jednakost (35) vazi u tacki (x,y). O
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U dokazu teoreme 3.14 dokazano je, za slucaj pravougaone oblasti D, da ako
integral (33) ne zavisi od puta integracije, onda postoji funkcija F' takva da je

(42) P(z,y) dz + Q(z,y) dy = dF(z,y)

za svako (z,y) € D. Funkcija F definisana je sa (37). Dokaz se moze prosiriti
i na oblast koja nije pravougaona, ali to ovde izostavljamo. '. S druge strane,
postojanje takve funkcije implicira jednakost (35), a ona implicira nezavisnost
krivolinijskog integrala od puta integracije. Prema tome, vazi slede¢i analogon
NEWTON-LEIBNIZove formule:

Teorema 3.15 Neka su funkcije P, Q, OP/dy i 0Q/0x neprekidne na jednostruko
povezanoj oblasti D. Krivolinijski integral

B
/ P(z,y) dz + Q(z,y) dy

A

ne zavisi od puta integracije u oblasti D ako i samo ako postoji funkcija (z,y) —
F(z,y), takva da vazi ??enezkrip5) u svim tackama oblasti D. U tom slucaju je

B B
[ Pewpdt Qe dy= [ dF@wy = F(B) - F).
A A

Funkcija F koja je analogna primitivnoj funkciji u jednodimenzionalnom slu¢aju,
naziva se potencijalom. Iz teorema 3.14 i 3.15 izlazi da potencijal postoji ako i
samo ako je zadovoljen uslov (35).

O potencijalu ¢e biti viSe reci kasnije, u kontekstu krivolinijskog integrala u
prostoru.

3.6 Smena promenljive u viSestrukom integralu

Isto kao kod obi¢nog RIEMANNovog integrala, oznaka za dvojni integral

//Df(m,y) dz dy

asosira na sumiranje integralnih suma. Uobicajena integralna podela u Dekartovim
koordinatama je podela na pravougaonike; ona je prirodna u slucaju pravougaone
oblasti, ali ne ukoliko je oblast D na primer, krug. Problemi koje imamo pri
sumiranju ”“neprirodnih” integralnih suma uglavnom se prenose i na reSavanje in-
tegrala formalizmom integralnog racuna. Na primer, izracunavanje povrsine kruga

1Dokaz ne moze da se bez teskoéa prenese na oblast koja nije pravougaonik, jer funkcija F
mora da bude jedinstvena u celoj oblasti.
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poluprec¢nika 1 u Dekartovim koordinatama dovodi do integrala

1 pvI—a? 1
/ / dydx:2/ V1 —22dz,
—1J- -1

V1—x2

koji ne moze da se resi drugacije osim smene x = cost ili x = sint, §to nas dovodi
do promenljive ¢ ¢ije koordinatne linije (tj. linije ¢ = const., dele krug na prirodne
delove, kruzne isecke, a ne na pravougaonike. U tekstu koji sledi razmatramo
najpre kako se menja podela povrSine pri uvodjenju krivolinijskih koordinata, a
zatim razmatramo smenu promenljivih u dvojnom i trojnom integralu.

3.6.1 Elementi povrsine i zapremine u krivolinijskim koordi-
natama

U Dekartovom koordinatnom sistemu, koordinatne linije x = const. i y = const.
su prave paralelne koordinatnim osama. Ako se uvede novi par promenljivih u i v
(koje nisu linearno zavisne od z i y), koordinatne linije w = const. i v = const. u
2Oy koordinatnom sistemu postaju krive. Ista situacija je u tri dimenzije.

Slika 42. Ilustracija odnosa izmedu: a) elementarnih povrsina; b) elementarnih
zapremina. (selpoza)

Smatrajuéi da su Az i Ay dovoljno mali da bi se povrsina AD,, sa slike 42a)
mogla aproksimirati paralelelogramom konstruisanim nad stranicama AB i AD,
imamo da je

AD,, ~|AB x AD|.

Kako je v = b; = const. na luku AB, imamo da je

= 19) 0
AB = (x(al + Au,by) — x(a1,b1),y(ar + Au,by) — y(aq, bl)) ~ (azAu, &liAu) .

Na isti na¢in nalazimo da je

- ox oy
AD =~ (aUAU, aUAU) s
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tako da je
L v Tk, , ,
AB X AD ~ |z ,Au  y,Au 0| =" Yu ‘ AulAvk = JAuAvk,
Ly Yo
T, Av  y,Av 0

gde je J JacoBijan preslikavanja x = z(u,v);y = y(u,v). Odavde izlazi da je,
konagno,

(43) AD,, ~ |J|Aulv = |J|AD,,,

pri ¢emu se JACOBIjan J izracunava u tacki A. To onda znaci da JACOBIjan
predstavlja odnos elementarnih povrsina pri uvodenju krivolinijskih koordinata.
Analogna formula vazi u tri dimenzije. Ovde, koristedi se oznakama sa slike 42b),

zakljucujemo da je zapremina AV, priblizno jednaka zapremini paralelepipeda
konstruisanog nad duzima AB, AD i AA’. Kako se pomenuta zapremina izrazava
kao apsolutna vrednost meSovitog proizvoda vektora AB, AD i AN , dobijamo da
je

Ty Au Yy Au zyAu

AVyy. =~ [[AB, AD, AN = | | z,Av  y,Av 2,Av | |,
TwAw  yyAw  zyuAw

odnosno da je
(44) AV, = |J|AuAvAW = |J[AV,p,

gde je J JacosBijan preslikavanja ¢ = x(u, v, w),y = y(u,v,w), z = z(u, v, w).

U nastavku ¢emo izvesti dopunjenu i egzaktnu verziju formule (43) i videéemo
pod kojim uslovima ona vazi. Samo izvodenje je interesantno, zbog elegantnog
koriséenja GREEN-RIEMANNove formule.

Pretpostavimo da je data povezana oblast D,y u xy ravni. Uvodenjem smene
promenljivih
(45) T = x(”?”)v Yy = y(u>v)7 (u, U) € Dyw,

dobija se preslikavanje koje oblast D,, u wv ravni preslikava u datu oblast D, u
a2y ravni (videti sliku 43). Pretpostavimo da je to preslikavanje bijektivno, kao i
da su x(u,v), y(u, v i njihovi parcijalni izvodi po u i v neprekidne funkcije. Iz ovih
pretpostavki izlazi (videti 2.3.5) da je

D(z,y)
D(u,v)

#0 za (u,v) € Dy,

i da je konstantnog znaka u oblasti D,,. Dalje, moze se pokazati da se granica L
oblasti D, preslikava u granicu C oblasti D, dok se unutrasnjost oblasti D,
preslikava u unutrasnjost oblasti D,,. Ako je L zatvorena glatka kontura, onda je
i C takva.

Pretpostavimo da je kontura L data u parametarskom obliku sa

u=u(t), v=uv(t), a<t<p
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Slika 43. Smena promenljivih dovodi do promene oblika i povrsine oblasti.
(ssmepro)

i da je orijentisana u pozitivnom smeru. Kontura C' ¢e onda imati jednac¢ine

r=z(u(t),v(t), y=yu(t),v), a<t<p,
pri ¢emu je orijentacija odredena preslikavanjem i moze biti i negativna, iako je
orijentacija krive L pozitivna.
Neka su m(Dy,) i m(Dy,) mere (tj. povrsine) oblasti Dy, i Dy, respektivno.
Tada je, prema formuli za odredivanje povrsine preko krivolinijskog integrala,

p (3 [
(D) = f wdy =t [ atu(n, o) LD

pri ¢emu se uzima znak + ako je kriva C orijentisana u pozitivnom smeru i znak
— u suprotnom sluc¢aju. Dalje, ra¢unanjem izvoda po t dobijamo

B
m(Dyy) = :l:/ x(u(t),v(t)) (gzu’(t) + ggv'(t)) dt.

Kako je u/(t)dt = du,v'(¢t) dt = dv, mozemo preéi na integraciju po u i v, po
krivoj L, pri ¢emu dobijamo

_ % 9
(46) m(Dyy) = :I:?(Lx(u,v) 7 du + z(u,v)av do.

Neka je
dy
P(u,v) = x(u,v)%, Q(u,v) = z(u,v
Da bi se u integralu (??) primenila GREEN-RIEMANNova formula, potrebno je pret-
postaviti da P i Q imaju neprekidne parcijalne izvode, $to znac¢i da x i y imaju
neprekidne parcijalne izvode do drugog reda. Ova pretpostavka takode implicira
jednakost mesovitih parcijalnih izvoda, pa je

0Q 0z 0y 0%y

o ouov  Couow
oP  0x 0y 0%y
0 ovou  “ouon
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odakle je

Oady Oz by _ D(z.y)
B i//Dw (8u dv  Ov 8u) dudv = i//Duv D(w, ) du do.

Kako je JACOBIjan stalnog znaka u oblasti Dy, zbog m(D,) > 0 znak JACOBIjana
mora biti jednak znaku ispred integrala, tako da poslednju formulu mozemo pisati

i u obliku
ddv—// J(u,v)| du dv,

(47) D) / /

gde je uvedena oznaka

Primer 61. Neka je D,, krug 2? + y*> < r u ay-ravni. Uvodenjem polarnih
koordinata pomocu x = pcos @,y = psin ¥, dobija se pravougaona oblast D ,p:

0<p<r, 0<p<2m

JAcosijan preslikavanja (p, ) — (z,y) je

T(p.9) = %ﬁ gf@ _|cos¥ —psingp _
PP o oy | sin ¢ cos ¥ B
Op oy p

Prema formuli (47), povriina kruga D, moze se izracunati integracijom po pravougaoniku

D ,p: 2
D”’y):// pdpdcp:/ / pdpde = rix.
Do o Jo

Primetimo da poredak koordinata p i ¥ nije bitan, jer se u integralu uzima apsolutna
vrednost JACOBIjana, a zamenom mesta p i ¥ samo se menja znak determinante.
O

Prema teoremi o srednjoj vrednosti integrala (teorema 3.8 na strani 90) iz (47)
dobijamo da je

(48) m(Day) = [J(&,n)[m(Duv),
gde je (£,m) neka tackal iz oblasti D,,. To znaéi da je

(49)

LPreciznije: postoji tacka (&,1) € Dy, tako da vazi (48).
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Prema tome, odnos povrsina oblasti Dy, i Dy, jednak je JACOBIjanu izrac¢unatom
u nekoj tacki oblasti D,,. Posmatramo sada proizvoljan niz oblasti D,,, koje sve
sadrze tacku (ug,vp), tako da diam D,, — 0 (kaZe se i da se oblast D,,, ,sazima”
u tacku (ug,vo), u oznaci Dy, — (ug,v9)). Zbog neprekidnosti, JACOBIjan ima
grani¢nu vrednost J(ug,vo), pa je

o0 1 P\ ey) _ 5 '
(50) b A (D) (00l

Ova relacija je razlog $to se apsolutna vrednost JACOBIjana zove jos i koeficijent
deformacije. To je, naime, odnos povrsina slike oblasti D, i same oblasti D,,,,
ukoliko se uzme da je D,, dovoljno mala oblast. Primetimo da je (50) u stvari
precizna verzija formule (43). Analogna precizna verzija moze se izvesti i za formulu
(44), ali to ovde neéemo raditi. Pored toga, u literaturi se mogu naéi i dokazi da
formule (49) i (50) vaze i pod slabijim uslovima od ovde navedenih.

Primer 62. Izrazavajuéi povrsinu m(Dg,) na uobicajen nacin pomocéu dvojnog
integrala u xy-ravni, (47) moZzemo napisati u obliku

(51) //Dw dedy = //Dw |J(w,v)| du dv.

Ako je D,, pravougaona Celija podele, sa povrS§inom dudv, onda D, nije
pravougaona celija, pa njena povrsina nije dx dy. Zato nije tacno da je dzdy =
|J| du dv, kao Sto bi se pogresno moglo zakljuciti iz poslednje formule. O

3.6.2 Smena promenljivih u visestrukim integralima

Neka je

(52) 1= [ feyasay
Day
Uvedimo nove promenljive v i v pomocu
x=z(u,v), y=yu,v), (u,v) € Dayy.
Uocimo jednu podelu IT oblasti Dy, na éelije o1, ...,0, sa tackama (u;,v;) unutar

svake ¢elije. Ovoj podeli, pri preslikavanju oblasti D,, u oblast D, odgovara
podela IT* oblasti D,, na Celije of, sa tackama (x;,y;), gde je x; = x(u;,v;),y =

7

y(ui, v;). Integralna suma za integral I koja odgovara podeli IT* je

n

S(f, 1%, Dyy) = Y f(@i ys)m(o7).

=1

Prema formuli (48) primenjenoj na preslikavanje o; na o, imamo da je

m(o;) = [J(&,m)lm(o:),



3.6. Smena promenljive u viSestrukom integralu 115
gde je (x;,1;) € 0;. Prema tome, imamo da je
(53) S(fI0*, Day) = > f(a(us, v2), y(us, v:)|T (& mi) (o).
i=1

Kada bi bilo & = u;, n; = v;, dobili bismo integralnu sumu

n
(54) Zf(x(uh’Ui)ay(uiaUi))|J(uiavi)|m(O-i)a

i=1
koja konvergira ka integralu

(55) / /D £, ),y ) (1, v) | du do.

Pokazuje se da zaista razlika izmedu suma (53) i (54) tezi nuli! kad ||II|] — 0;
prema tome, obe integralne sume konvergiraju ka integralu (55). S druge strane,
(54) konvergira ka integralu (52). Dakle, integrali (52) i (55) su jednaki i vazi
sledeca teorema.

Teorema 3.16 Neka je dato bijektivno preslikavanje (u,v) — (x,y) oblasti Dy, u
oblast D,,, sa neprekidnim parcijalnim izvodima x iy po u i v i neka je J(u,v)
JAcCoOBIjan preslikavanja. Tada je

//Dy flz,y) dzdy = //D Fla(u,v), y(u,v))|J (u, v)| du dv.

Primer 63. jedan dvojni integral koji se resava smenom

U viSestrukim integralima dimenzije vete od 2, vazi analogan rezultat. Na
primer, ako u trojnom integralu uvedemo smenu

(56) xr = x(u7v7w)7 y = y(u’ IU? w)7 z = Z(u’ IU? w)? (u7 IU’ w) 6 ‘/11.1)'11)7

pomocu koje se oblast Vi, preslikava u oblast V., onda je

///V flz,y,z)dadydz = ///V flz(u,v,w), y(u,v,w), z(u, v, w))|J(u,v,w)| du dv dw,

Tyz uvw

gde je J JacoBIjan preslikavanja (56). Uslovi pod kojima ova relacija vazi analogni
su uslovima navedenim u teoremi 3.16.

Primer 64. jedan trojni integral koji se reSava smenom

x

1Dokaz je zasnovan na neprekidnosti JACOBIjana.
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3.7 Integrali koji zavise od parametra

3.7.1 Opsti pojmovi

Veliki broj integrala koji se pojavljuju u primenama ima oblik
b
(57) F(x):/ flz,t)dt, —oo<a<b<+oo.

Ovog oblika su, na primer, razne integralne transformacije, kao sto je LAPLACEova
transformacija koju ¢emo proucavati u glavi 6, gde je

+oo
F(z) = / eTg(t) dt,

za datu funkciju g. S obzirom da se integracija obavlja po promenljivoj ¢, druga
promenljiva = se pojavljuje kao parametar'. Rezultat integracije se moze posma-
trati kao funkcija od z. Cesto je integral ,neresiv”, odnosno ne moze se izraziti
pomocu elementarnih funkcija, pa se stoga funkcija F' ne moze direktno diferen-
cirati ili integraliti. I u slucajevima kada se integral moze resiti, izgleda sasvim
prirodno da vazi, na primer,

b X
(58) Fl(a) = / %dt.

Medutim, to nije uvek tacno, kao Sto éemo videti u slede¢em primeru.
Primer 65. Neka je
1
F(z) = / log(z? + t2) dt
0

Primenom parcijalne integracije dobija se da je F/(z) = In(1+22)+2zarctg (1/x)—2
zax # 01 F(0) = —2. Odavde je

. F(h)-F(0) . log(1+ h?)
/ = —_— —_— =
F'(0) = hlg(r)lJr W hlg& N + 2arctg (1/h) =,
i na isti nacin se dobija da je F’ (0) = —m. Prema tome, izvod u nuli ne postoji. S
druge strane, imamo da je
0 9 .9 2x
%log(x +t):m:0 ZaI':O,

tako da je i integral parcijalnog izvoda jednak nuli za = 0 i formula (58) ne vazi.

1U matematici se pod parametrom podrazumeva veli¢ina koja je konstantna u odnosu na
operaciju koja se posmatra, ali koja nema fiksiranu brojnu vrednost, tj. nije apsolutna konstanta.
Na primer, u jednacini 2x 4+ 3 = a, ako se dopusti da je a proizvoljni realan broj, onda se a smatra
parametrom, dok su 2 i 3 konstante.
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U nastavku ovog odeljka naveséemo dovoljne uslove pod kojima se limes, izvod
ili integral funkcije F' definisane sa (57) mogu dobiti izmenom redosleda ovih op-
eracija i integrala po ¢, odnosno primenom navedenih operacija na podintegralnu
funkeiju f(z,t). Ovi uslovi su komplikovaniji ako je integral u (57) nesvojstven, pa
stoga razmatramo odvojeno slucaj svojstvenog (RIEMANNovog) integrala i slucaj
nesvojstvenog integrala. U oba slucaja bitan je pojam uniformne konvergencije
funkcije, koji se definiSe slicno uniformnoj konvergenciji niza.

Definicija 3.4 Neka je za svako fiksirano t € A, funkcija f(x,t) definisana u
nekoj okolini Uy tacke o 1 neka za svako t € A postoji lim,_,4, f(z,t) = ¢(t).
Ako vazi da

Me>0)(F0>0)(Vt € A)(Vx e U) 0<|x—mo| <= |f(x,t)—@(t)] <e,

onda kazemo da f(x,t) konvergira ka ¢(t) uniformno u odnosu na t € A.

Jedan jednostavan kriterijum koji se lako proverava daje sledeca teorema.

Teorema 3.17 Potreban i dovoljan uslov da je lim, ., f(x,t) = ©(t) uniformno
pot € A je da postoji funkcija g(x), koja ne zavisi od t, takva da je lim, ., g(z) =0
ida je supyc 4 |f(z,t) —@(t)| < g(z) za svako x iz neke okoline tacke xy.

Dokaz teoreme se moze izvesti direktno iz definicije 3.4.

Primer 66. 1° Neka je f(z,t) = t+¢'1/*". Kad 2 — 0 za svako fiksirano ¢ imamo
da f(x,t) — t. Dali je konvergencija ka ¢(t) = t uniformna po ¢ € (0,+00)? Kako
je f

1) = o) =71/ = et eV

vidimo da bez obzira koliko je /%" malo, postojade neko t € (0, 400) za koje je

|f(x,t) — ()| > 1, na primer, tako da konvergencija nije uniformna. Konkretno,
ako stavimo da je t = 1/2% + 1, imamo da je |f(z,t) — ©(t)| = e bez obzira na to
koliko je x blizu nule.

2° Za istu funkciju kao u primeru 1°, konvergencija je uniformna po ¢ na bilo
kom kona¢nom intervalu, recimo na [0, 1], ili na bilo kom intervalu koji je ogranicen
odozgo, na primer na (—oo, 1]. Naime, za ¢ < 1 imamo da je

|f($7t) - (10(75)| = €t_1/12 = et . 6_1/12 < e1—1/:E2 N 0’

tako da, prema teoremi 3.17 konvergencija f(z,t) ka ©(t) ovde jeste uniformna po
te(—o0,1. O

Teorema 3.18 Ako je je funkcija f(x,t) neprekidna kao funkcija dve promenljive
u pravougaoniku [a, 5] X [a,b], onda je za svako x¢ € («, 5)

1i_>m f(z,t) = f(xo,t) = ¢(t) uniformno pot € [a,b)].
T—XTQ
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Dokaz. Kako je zatvoreni pravougaonik kompaktna oblast, neprekidna funkcija
f je uniformno neprekidna u toj oblasti, $to po definiciji znac¢i da

(Ve > 0)(30 > 0)(Vx, 2" € [, B])(VE, t' € [a,b]) |z—2'| < IA[t—t'| <6 = |f(z, t)—f (2, )| < e.
Ako se ovde stavi ' = xg i t' = ¢, dobija se
(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € [a, B])(VE € [a,b]) |x— 0| <0 = |f(x,t) — f(x0,t)] <&,

Sto onda prema definiciji 3.4 znaci da f(z,t) konvergira ka f(xg,t) uniformno po
t € la,b.

3.7.2 Riemannov integral koji zavisi od parametra

U ovom delu posmatramo integral

b
(59) F(z) = / ft) dt,

gde su a i b realni brojevi (—oo < a < b < 400), a funkcija f(z,t) je za dato
x integrabilna (u RIEMANNovom smislu) po ¢ na segmentu [a,b]. Dajemo bez
dokaza dovoljne uslove za nalazenje limesa, diferenciranje i integraciju funkcije F
pod integralom u (59).

Teorema 3.19 Neka jelim, .., f(z,t) = ¢(t) pri ¢emu je konvergencija uniformna
u odnosu na t € [a,b]. Tada je

b
lim F(x) :/ ©(t) dt.

T—rT0

U vedini slu¢ajeva od interesa, funkcija f(x,t) je neprekidna. Primenom teoreme
3.18 i teoreme 3.19, dobija se slededi rezultat.

Teorema 3.20 Ako je funkcija f(x,t) neprekidna kao funkcija dve promenljive na
pravougaoniku [«, 8] X [a, b], onda je funkcija © — F(x) neprekidna na [«, [].

Teorema 3.21 Neka je funkcija f(x,t) neprekidna kao funkcija dve promenljive
u pravougaoniku [xg — 0,xg + ] X [a,b] (za neko & > 0), pri ¢emu za svako x €
[0 — d, 20 + 0] postoji parcijalni izvod Of/0x i neprekidan je kao funkcija dve

promenljive. Tada je
b
of (,1)
F' = : — 2 dt.
(370) A o ‘z = xo

Integracija funkcije F' svodi se na zamenu redosleda integracije u dvojnom in-
tegralu, $to je veC razmatrano u teoremi ?? na strani 95. Radi kompletnosti,
ponovimo da je za ispravnost formule

/jF(a:)dx:/ab/jf(x,t)dxdt

dovoljno da je funkcija f(x,t) neprekidna u pravougaoniku [a, 3] X [a, b].
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Primer 67. U mnogim slucajevima se diferenciranjem po parametru integral
upros¢ava. Kao primer posmatrajmo integral

F(z) = / log(1 — 2z cost + %) dt
0

za |z| < 1. Podintegralna funkcija je neprekidna na svakom pravougaoniku [—1 +
9,1 — 4] x [0, 7] za proizvoljno malo § > 0, pa se teorema 3.21 moze primeniti za
svako z € (—1,1) (za z = £1 podintegralna funkcija nije ograni¢ena u okolini ¢t = 0,
odnosno t = 7). Diferenciranjem po z pod integralom dobijamo da je

Fl(z) = /07T 2(z — cost) dgt

1—2xcost+z2 "’

a ovaj integral se resava standardnom smenom u = tg¢/2, pri ¢emu se dobija da je
njegova vrednost jednaka nuli. Dakle, F'(z) = 0, odakle je F(z) = C za |z| < 1.
Kako je F(0) = 0 (jer je podintegralna funkcija jednaka nuli), zakljuéujemo da je
F(z) =0 za svako = € (—1,1).

3.7.3 Uniformna konvergencija nesvojstvenog integrala
Neka je

—+oo
(60) Fa)= [ s,

gde je a € R. Ovo je nesvojstveni integral koji zavisi od parametra. Nesvojstveni
integral nastaje i u slu¢aju kad podintegralna funkcija nije ograni¢ena na kona¢nom
intervalu, ali ovaj slucaj neéemo posebno razmatrati, jer se on tretira analogno
integralu (60). Nesvojstveni integral (60) konvergira za dato z ako funkcija dve
promenljive

b
Gla,b) = / Fat) dt

ima kona¢nu grani¢nu vrednost F'(z) kad b — +o0. Integral (60) uniformno kon-
vergira u odnosu na x € A ako funkcija G(x,b) uniformno konvergira ka funkeiji
F(z) u odnosu na z € A kad b — +o00. Kako je F(x) — G(z,b) = b+°° f(z,t) dt,
sleduje da integral (??) uniformno konvergira u odnosu na z € A ako i samo ako

+oo
(Ve > 0)FK > 0)(¥z € A) b> K = / F@t) dt’ <e.
b
Integral sa beskona¢nom gornjom granicom ima osobine analogne osobinama re-
dova. Svi kriterijumi uniformne i obi¢ne konvergencije redova sa ¢lanovima proizvoljnog
znaka imaju svoje analogne formulacije kod integrala. Navodimo bez dokaza WEIER-
STRASSov kriterijum uniformne konvergencije nesvojstvenog integrala po parametru.

Teorema 3.22 Neka je funkcija f(x,t) za svako x € A integrabilna po t na
svakom konac¢nom segmentu [a, b]. Ako postoji nenegativna funkcija g(t) za koju je
f:oo g(t) dt < +oo, pri éemu je |f(x,t)| < g(t) za svako x € A, onda integral (60)
konvergira uniformno u odnosu na x € A.
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Teorema 3.22 moze se formulisati (sa analognim uslovima) i za slu¢aj nesvo-
jstvenog integrala kod koga je podintegralna funkcija neogranicena.

Primer 68. Neka je
—+oo

(61) F(z) = / et dt.
0

Funkcija F' je definisana za svako > 0, dok za x < 0 integral u (61) divergira. Ako
je x > xo > 0, onda je et < e_””"tz7 pa primenom teoreme 3.22 zakljucujemo da
integral uniformno konvergira u odnosu na x € [zq, +00).

3.7.4 Nesvojstveni integrali koji zavise od parametra

U ovom delu razmatramo ista pitanja kao i u 3.7.2, ali za nesvojstveni integral.
Posmatramo ponovo slucaj kada je gornja granica integrala beskonaéna, tj.

(62) F(z) = /+OO f(z,t) de, acR.

Naves¢emo bez dokaza tri teoreme koje daju dovoljne uslove za neprekidnost,
diferencijabilnost i integrabilnost (u smislu zamene redosleda integracije) funkcije
F definisane sa (60).

Teorema 3.23 Ako je integral u (62) uniformno konvergentan u odnosu na x €
[c,d] i ako je funkcija f(x,t) neprekidna (kao funkcija dve promenljive) u oblasti
x € [e,d],t € [a,+00), onda je funkcija © — F(x) neprekidna na segmentu [c, d].

Teorema 3.24 Neka je funkcija % f(x,t) neprekidna (kao funkcija dve promenljive)
u oblasti x € [¢,d],t € [a,+00). Pretpostavimo dalje da je integral u (62) konver-
gentan za svako x € [c,d], a da je integral

ox

uniformno konvergentan u odnosu na z € [c,d]. Tada je funkcija F definisana sa
(62) diferencijabilna i vazi jednakost

oy [T ()
F(:E)—/u Tdt.

Teorema 3.25 Ako je integral u (62) uniformno konvergentan u odnosu na x €
[c,d] i ako je funkcija f(x,t) neprekidna (kao funkcija dve promenljive) u oblasti
x € [e,d],t € [a,+00), onda je

/ch(x) dz = /:OO /Cdf(x,t) dz dt.

Drugim re¢ima, dozvoljena je promena poretka integracije.
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Primedba. U drugim slucajevima nesvojstvenih integrala, izloZene teoreme
vaze pod analognim uslovima. Na primer, ako imamo integral

b
Plz) = / Flot) d,t

kod koga je podintegralna funkcija neograni¢ena u okolini tacke a, pa je integral
zato nesvojstven, formulacija teoreme 7?7 bi glasila: Ako je posmatrani integral
uniformno konvergentan u odnosu na x € [¢,d] i ako je funkcija f(x,t) neprekidna
u oblasti x € [¢,d],t € (a,b], onda je funkcija F' neprekidna na [c, d].

3.7.5 Konvolucija funkcija

Neka su f i g realne funkcije definisane na R. Ako za svako t € D C R postoji
integral

+o00
(63) ht) = [ 1t~ wglu) du

— 00
ovim integralom je na domenu D definisana jedna funkcija promenljive ¢; ona se
naziva konvolucijom funkcija f i g, u oznaci h = f*g. Konvolucija, kao operacija
definisana nad funkcijama, ima veoma $iroku primenu u raznim oblastima. Na
primer, u primenama vezanim za obradu signala, koristi se svojstvo konvolucije
da ,,pegla” funkcije, odnosno povecéava njihov stepen glatkosti. Ilustrova¢emo ovu
osobinu na jednom primeru.

Primer 69. Neka je
fl@y=1—1z| zazel-1,1]; f(z) =0 inace.

Funkcija f nije diferencijabilna u tackama z = 0, x = £2. Izracunavanjem integrala
kojim je definisana konvolucija, nalazimo da je fx*f = h, gde je funkcija h definisana
sa

3t —ot?4 te(-1,1)
_ _ 3 2
h(t) = § h(t) = FEEZ208 4 o (L9 1)U 1, 2)
0 inace

Nije tesko proveriti da je funkcija h neprekidna i diferencijabilna u svakoj tacki
t € R (videti i sliku 62). O

U sledecoj teoremi dajemo neke osobine konvolucije.

Teorema 3.26 Osobine konvolucije Na domenu na kome su konvolucije defin-
isane, vazi:
(i) fxg=gx*f (komutativnost)
(ii)) f*x(gxh)=(f=*g)*h (asocijativnost)
(iii) f*(g+h)=fxg+ f*h (distributivnost u odnosu na sabiranje)
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Slika 44. Efekat konvolucije. (skonp)

(iv) |f*g| < |f|*|g] (nejednakost trougla)

Dokaz. Smenom v =t — u dobija se

+00 Foo
(Fe9®= [ sle-wgtdu= [ gt -v)dv
=(g*)(®),

¢ime je dokazana osobina (i). Osobina (ii) dokazuje se pomoéu dvojnih integrala, os-
obina (iii) pomoéu linearnosti integrala, a osobina (iv) pomoc¢u nejednakosti trougla
za integral; detalje ovih dokaza izostavljamo.

S obzirom da je konvolucija samo poseban sluc¢aj nesvojstvenog integrala koji
zavisi od parametra, primen

3.7.6 Gama funkcija

EULERova gama funkcija definisana je kao nesvojstveni integral

(64) I'(z) = /OJFOO ettt dt.

U integralu (64), promenljiva x se pojavljuje kao parametar. Prema tome, materijal
koji smo izlozili u delu 3.7.4 odnosi se na gama funkciju. Pre nego $to predemo na
ispitivanje domena i ostalih osobina ove funkcije, primetimo da je

(65) (1) = /Om et = 1.

Dalje, polazeéi od jednakosti
“+o0
D(z+1) = / e * dt
0

i primenjujuéi parcijalnu integraciju sa v = t*, dv = e~t dt, dobijamo da je
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(66) D(x+1) =al(x).

Prema tome, imamo da je
r)y=1,r2=1-1=1,rB)=2-1-1, 7'4)=3-2-1-1,...

odakle zakljucujemo da je

(67) I'(n)=(n—-1) n € N.

Dakle, Gama funkcija ima ulogu ”neprekidnog faktorijela”, sto je ustvari i mo-
tivisalo njeno otkriée i proucavanje’.
Za x = 1/2 dobijamo da je

—+oo +oo
I(1/2) = / e it dt == 2/ e dr (smena t = 72).
0 0
Kako je f0+oo e~ dr = \/7/2 (videti primer 57 na strani 102), imamo da je

(68) r (;) —

Ovaj rezultat, zajedno sa funkcionalnom jedna¢inom (66) omogucéava da se odredi
I'(n+ 1/2) za svako n € N. Na primer,

3 3 1 3
P(/2)=5IG/2)=5-5T1/2) = 1\/%7
ili, u opstem slucaju,
1y  (2n-1)!

Gama funkcija se pojavljuje u raznim oblastima Matematike. Ona ima u
Matematici isti tretman kao elementarne funkcije, mada po tradicionalnoj podeli
ne spada u tu kategoriju. Na primer, svaki matematicki programski paket pored
elementarnih funkcija ima i standardno ugradenu Gama funkciju.

Dokazademo sada da je funkcija « — I'(z) definisana, neprekidna i diferencija-
bilna na domenu x > 0. U dokazu ¢emo koristiti ¢injenicu da je

+oo
/ e " dt < +oo n=20,1,2,...
0

1EULER je definisao Gama funkciju 1729. godine, kada je imao 22 godine, sa ciljem da otkrije
funkciju koja interpolira faktorijel. EULERje zapravo otkrio da je n! = fol(—log t)™ dt, Sto se

smenom promenljive dovodi na oblik koji se pojavljuje u nasem tekstu. Oznaku I'(z) je tek
kasnije uveo LEGENDRE. Ponekad se koristi i oznaka z! za I'(x + 1).
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Ovo je poznato iz osnovnog kursa Matematicke analize, a moze se lako dokazati
nalazenjem primitivne funkcije za navedeni integral.

Kako su obe granice integrala u (64) kriti¢cne za konvergenciju (0 zbog slucaja
0 < z < 1 u kome podintegralna funkcija postaje neogranic¢ena), podelimo integral
na dva dela:

1 “+o0
I'(z) = / e Tl dt + / el dt = I (2) + Ix(x).
0 0

Zaw €[+ ,n]neNizate (0,1, imamo da je

1
=n
0

)

1
et <gml g / t7T dt = ntw
0

tako da je integral I; uniformno konvergentan na osnovu WEIERSTRASSovog kri-
terijuma (teorema 3.22 i primedba iza ove teoreme).
Zat € [1,400) vazi da je

“+oo
el < el g / e "t dt < +o0,
1

tako da je i integral Iy uniformno konvergentan. Dakle, dokazali smo da je inte-
gral u (64) uniformno konvergentan u odnosu na x po svakom kona¢nom segmentu
[%,n] Kako svako z > 0 pripada nekom takvom segmentu, zaklju¢ujemo, pre
svega, da je I'(z) definisana za x > 0. Dalje, kako je funkcija f(x,t) = e =1
neprekidna u oblasti € [1,n],t € (0,400), iz teoreme 3.23 sleduje da je integral
Ir(z) neprekidna funkcija po z, i takode (videti primedbu na strani 121) da je in-
tegral I (z) neprekidan, sto onda znaéi da je i funkcija I'(z) neprekidna u svakoj
tacki « € [-+,n]. Odavde zakljutujemo, na isti nacin kao kod definisanosti, da je
funkcija @ — I'(z) neprekidna u svakoj tacki > 0. Da bismo dokazali diferencija-
bilnost, potrebno je dokazati da je integral

+oo
(69) J(x) = / e " ogt dt
0

uniformno konvergentan u odnosu na z € [%, n], $to se dokazuje veoma sli¢no kao
kod neprekidnosti. Polazimo od

1 “+o00
J(z) = / e ‘" logt dt +/ e " logt dt = Jy(z) + Jo(x).
0 0
Uotimo sada da je za x € [+,n] it € (0,1],
le7 it T ogt| < —tnlogt,
kao i da je

1 “+o0
_/ 1 logt dt = / e/ dr < 400 (smena logt = 7).
0 0
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Odavde sleduje da je integral Ji(z) uniformno konvergentan na [%,n] Dalje, za

z€[E,n]ite[l,+00) imamo da je
e t* llogt < e 't llogt < e it"

(gde smo koristili nejednakost logt < t). Kako je
+oo
/ e it dt < +oo,
0

zakljuéujemo da je i integral Jo(z) uniformno konvergentan. Stoga je integral J(z)
uniformno konvergentan u odnosu na x € [%, n], §to je i trebalo dokazati. Prema
tome, Gama funkcija je diferencijabilna u svakoj tacki x > 0. Na istovetan nacin
(samo zamenom log ¢ sa (log t)* u izvodnom integralu) dokazuje se da Gama funkcija
ima izvod reda k, za svako k > 1.

Sto se tice integracije, veé¢ je dokazano da su uslovi teoreme 3.25 ispunjeni, pa
se moze menjati redosled integracije. Sumira¢emo sada dobijene rezultate.

Teorema 3.27 U svakoj tacki x > 0 funkcija x — I'(z) je neprekidna i diferenci-
jabilna i ima izvod proizvoljnog reda k > 1, za koji vazi da je

+oo
r®(z) = / elt*=1 dt.
0
Osim toga, Gama funkcija je integrabilna na svakom kona¢nom segmentu [a, b], pri
¢emu vazi da je

b b “+o00 “+o00 b “+o0 tb—l _ ta—l
/ [(z) dx = / / et dtda = / / et ldrdt = / et dt
a a JO 0 a 0 10gt

Za x < 0 integral kojim je definisana gama funkcija je divergentan. Medutim,
gama funkcija se za x < 0 moze definisati koristeéi se, na primer, jednakoséu (66).
Na primer, ako je z € (—1,0), onda je

“+oo
(70) )= L&+ _1 / e—tt* dt.

Dakle, I'(x) za x € (—1,0) definiSe se pomoéu vrednosti I'(x + 1), gde z+1 € (0, 1).
Na isti nacin, za x € (—2,1) imamo da je
Mz+1) T'(xz+2)

Ple) = x B z(r+1)’

pa se i ovde vrednosti za I'(z) izrac¢unavaju pomocu vrednosti ove funkcije u in-
tervalu (0,1). Na ovaj nacin se dobija produzenje gama funkcije na negativni deo
x-ose, pri cemu je jedino I'(z) nedefinisana za « = 0,—1,—2,...; u okolini ovih
tacaka gama funkcija je neograni¢ena. Grafik gama funkcije predstavljen je na slici
45.
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Slika 45. Gama funkcija. (sgamma)

Gama funkcija se i u kompleksnom domenu moze definisati integralom (64), o
cemu Ce kasnije biti vise reci.

U vezi sa gama funkcijom je beta funkcija, koja se definiSe kao funkcija dve
promenljive

1
Bl y) = / =11 — 1yu=1 dt.
0

Ovaj integral je nesvojstven za x < 1 (podintegralna funkcija neogranicena oko
t=0)izay<1 (okot=1). Dokaza¢emo da je

['(z)I'(y)

(71) B(x,y) = F(I+y)7

z,y > 0.

Polazimo od relacije

+oo

1
B(z,y)l'(z +y) :/ "1 — )t dt/ e *s" Tl ds
0

0
- / e (st)™(s(1 — £))¥~Ls ds dt,
D

gde je D oblast u st-ravni ograni¢ena pravama s = 0, t = 01 ¢ = 1. Uvodenjem
novih promenljivih u = st, v = s(1 —t) (s =u+v, t =u/(u+v)) |J| = 1/s, oblast
integracije postaje prvi kvadrant uv-ravni, tako da dobijamo

“+oo “+o0
B(z,y)l'(z +y) = / / e~ (vl =1yy=1 qy du
0 0

+oo + oo
:/ e Uyt du/ e v do = T'(z)T(y),
0 0

¢ime je formula (71) dokazana. Pretvaranje dvojnog (nesvojstvenog) u dvostruki
integral i obrnuto je dozvoljeno, Sto ostavljamo ¢itaocu da proveri na osnovu ma-
terijala izlozenog u delu 3.3.5.

Iz jednakosti (71) izlazi da je beta funkcija neprekidna i diferencijabilna u oblasti
x>0,y > 0, tj. u prvom kvadrantu zy-ravni.

®
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3.8 Povrsinski integral

3.8.1 Povrsinski integral prve vrste

Neka je S glatka povrs u R3, ¢ije su parametarske jednacine
(72) z=z(u,v), y=1y(u,v), z=z(u,v), (u, V) € Dy

Celija o je svaki ograni¢en deo povrsi S ¢ija je granica deo po deo glatka kontura.
Mera éelije je njena povrsina, m(o). Za funkciju f(z,y, 2) 1 za datu podelu povrsi
S definiSemo integralnu sumu

n

S(f,11,8) = f(P)m(oy),

=1

gde su P;(x;,y;, z;) izabrane tacke u svakoj éeliji podele. Integral koji proizilazi iz
ove konstrukcije naziva se povrSinskim integralom I vrste, u oznaci

//S f(z,y, z) dS.

Mera svake celije podele je pozitivna, pa povrsinski integral ima osobine koje su
navedene u 3.1.2 i 3.1.3, koje se odnose na ovakav slucaj.

S obzirom na definiciju povrsine dela povrsi, moze se pokazati da se dobija isti
integral ako se integralne sume definiSu pomocu

n

S(f,ILS) = Zf(Pl)m(a'z)a

i=1

gde je m(g;) povrsina ortogonalne projekcije ¢éelije o; na tangentnu ravan konstru-
isanu u tacki P;.

Element povrsine povrsi u krivolinijskim koordinatama

Jednacine (72) definisu preslikavanje oblasti D, u uv-ravni u oblast na povrsi S, u
xyz-prostoru. Polazeéi od definicije povrsine dela povrsi, dobijaju se formule koje,
sliéno kao u ravni (videti 3.6.1), izrazavaju povrsine na S preko povrsina na Dy, i
odgovaraju¢ih JACOBIjana. Njihovo strogo izvodenje je slozeno i izostaviéemo ga,
ali ¢emo, koris¢enjem istog jednostavnog postupka kao u ravni, izvesti pribliznu
formulu. U ovom delu éemo ponovo koristiti oznake A, B,C' i E, F,G, koje smo
uveli u 2.5.6 na strani 75, kao i veze izmedu ovih koeficijenata koje se mogu naéi
na istom mestu.

Koordinatne linije Au = const. i Av = const. preslikavanjem (72) preslikavaju
se u krive na povrsi. Neka je AD,, povrsina pravougaonika u uwv-ravni koji je
ogranicen sa Cetiri kooordinatne linije kao na slici 46. Ovaj pravougaonik preslikava
se u deo povrsi, sa povrsinom AS. Smatrajuéi da su Au i Av dovoljno mali, imamo
da je

AS ~ |AB x AD|.
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Slika 46. Elementarne povrsSine u uwv-ravni i na povrsi. (elpop)

Dalje, isto kao u dvodimenzionalnom slucaju, imamo da je
AB = (ac(al + Au,by) — x(ar,b1),y(ar + Au,by) — y(ar,b1), z(a1 + Au, by) — 2(aq, bl))

or oy 0z
~ (%Au, aAu auAu> .

Na isti nacin nalazimo da je
- ox dy 0z
AD =~ | —Av, —Av, —A
((% Vo0 ow U) ’
tako da je
. . % J k
AB x AD = |z, Au y,Au  z,Au| = (Ai + Bj + Ck)AuAwv.
T, Av Y, Av z,Av
Odavde je
A2+ B2+ C? AulAdv =+ A2+ B2+ C? AD,,,

gde su determinante A, B, C' izracunate u tacki sa u = a1,v = as (a ustvari zbog
podrazumevane pretpostavke da su Au i Av dovoljno mali, aproksimacija vazi i
ako se ovi koeficijenti izracunaju u bilo kojoj tacki pravougaonika).

Preciznije, vazi sledeéi rezultat koji navodimo bez dokaza.

Za glatku povrs definisanu parametarskim jednac¢inama (72) vazi da je

(73) m(S) = VA2 + B2 + C2 m(Dyy) = VEG — F2 m(Dy),

gde su koeficijenti A, B,C, E, F, G izra¢unati u nekoj tacki?oblasti S.

Itacka koja se ovde pominje nije proizvoljna; ona je odredena jednakoséu (73), ali su njene
koordinate nebitne.
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U posebnom slucaju, ako je povrs zadata u eksplicitnom obliku z = g(z, y), nije
tesko videti da se (uzimajudi x i y za parametre, umesto u i v) formula (73) svodi
na

(74) m(S) = \/1+ g2 + g5 m(Day).

Ovde je Dy, projekcija povrSine S na xy-ravan.

Izrazavanje povrsinskog integrala preko dvojnog

Posmatrajmo ponovo povrs zadatu parametarskim jednacinama (72). Svakoj podeli
povrsi S na Celije 0; odgovara neka podela oblasti D, na Celije o, pri ¢emu su
¢elije o; slike éelija o} u preslikavanju (72). Prema formuli (73) imamo da je

m(o;) =/ A7 + B} + C? m(o7),

gde su A;, B;, C;, izracunati u nekoj tacki celije 0. Dakle, integralna suma za
povrsinski integral po povrsi S postaje

n

SULTLS) = 3 f(Pmloi) = 3 [Py AF + BF + CF m(a)).

=1

Moze se pokazati da u grani¢nom procesu integralna suma sa desne strane konver-
gira ka integralu

//D fx(u, ), y(u,v), 2(u, v)\/A2(u,v) + B2(u,v) + C2(u,v) dudv.

Prema tome, vazi slede¢a teorema.

Teorema 3.28 Ako je glatka povrs S zadata parametarskim jednac¢inama (72),
tada je

//S fz,y,2)dS

(75)= //D flx(u,v),y(u,v), z(u,v))\/A2(u,v) + B2(u,v) + C?(u,v) dudv

://D f(x(u,v),y(u,v),z(u,v))\/E(u,v)G(u,v) — F2(u,v) dudv.

Za povrs zadatu u eksplicitnom obliku z = g(z, y), primenom izvedene formule
na z i y kao parametre koji uzimaju vrednosti iz projekcije D,, povrSine S na
xy-ravan, dobija se' sledeéi rezultat:

1U ovom slucaju je A = —g,, B = —gy,C =1
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Ako je povrs S zadata jednakoséu z = g(z,y), gde (x,y) € Dg,y, pri ¢emu je g
diferencijabilna funkcija sa neprekidnim parcijalnim izvodima prvog reda, tada je

mw /ﬂ fap2)as= [ /D R N R R

Analogne relacije vaze u slucajevima kada se jednacina povrsi moze napisati u
obliku y = g(z, 2) ili = g(y, 2).

Teorema (3.28) je znacajna, jer omogucava reSavanje povrsinskog integrala pomocu
dvojnog. Ako se stavi da je f(z,y,z) = 1, dobija se formula za izracunavanje
povrsine povrsi:

Povrsina povrsi S zadate parametarskim jednac¢inama (72):

m(S)://D VA2(u,v) + B2(u,v) + C%(u,v) dudv

://D VE(w,0)G(w,0) — F2(u,0) du dv.

Primer 70. Izracunati povrsinski integral a) parametarski obli; b) eksplicitan
oblik

Primer 71. Primenom povrSinskog integrala izracunati povrsinu elipsoida sa polu-
osama a, b, c.

Resenje. Parametarske jednacine elipsoida sa poluosama a,b, ¢ i sa centrom u koor-
dinatnom pocetku su

3.8.2 Povrsinski integral druge vrste
Orijentacija povrsi

Povrsi se mogu orijentisati tako $§to se jedna strana povrsi usvoji za ,lice”. Tada se
za smer normale u svakoj tacki uzima onaj koji ide od ,lica” povrsi; na ,nali¢ju”
normala ulazi u povrs. Naravno, da bi se ovo moglo ostvariti, potrebno je da povrs
ima dve strane, §to nije uvek slucaj. Klasican primer je tzv. MOBIUSov list, koji
se moze dobiti ako se papirna traka presavije kao na slici 47b. Ovakva povrs ima
samo jednu stranu.

Ako se povrs podeli na Celije, onda se kontura koja je granica svake pojedinacne
¢elije moze orijentisati na dva nac¢ina. Pri tome kriva koja je zajednicka granica
dve susedne ¢éelije moze biti orijentisana ili u istom smeru u obe éelije ili u ra-
zli¢itim smerovima. Pokazuje se da u slu¢aju dvostrane povrsi uvek postoji takva
orijentacija ¢elija da su granice susednih Celija orijentisane u suprotnim smerovima.
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Slika 47. a) Orijentacija povrsi pomoc¢u normale; b) Mdébiusov list. (smob)

Slika 48. a) Orijentacija povrsi podelom na éelije i orijentacija normale po pravilu
desne zavojnice; b) Definisanje orijentacije u sluc¢aju parametarski zadate krive.
(sorijen)

Orijentacija konture koja je granica jedne cCelije definise smer normale u svakoj tacki
Celije, po pravilu desne zavojnice.

Ako je povr§ zadata parametarskim jednac¢inama (72), onda se podela na ¢éelije
i njihova orijentacija moze definisati primenom iste procedure u uv-ravni, a zatim
preslikavanjem na povrs S, kao na slici 48b. Naime, u wv-ravni imamo dve moguce
orijentacije kontura: pozitivnu ili negativnu. Ako se oblast D, podeli na ¢elije, ¢ije
granice se zatim orijentisu ili sve pozitivno ili sve negativno, dobice se orijentisane
Celije na povrsi S.

Ukoliko je povrs zadata eksplicitnom jedna¢inom z = f(x,y), orijentaciju je
moguce definisati i tako $to se utvrdi da normala zaklapa sa z-osom ili svuda ostar
ugao (cos~y > 0) ili svuda tup ugao (cosy < 0). Ovde se moze govoriti o gornjoj
strani povrsi (cosy > 0) i donjoj (cosvy < 0).

U slucaju zatvorenih povrsi, govorimo o spoljnoj i unutrasnjoj strani povrsi.

Definicija povrsinskog integrala II vrste

Neka je S orijentisana glatka povrs. Celija je, isto kao kod povrsinskog integrala I
vrste, svaki deo povrsi S ograni¢en prostom deo po deo glatkom konturom. Pored



132 Glava 3. Integrali

Slika 49. a) Orijentacija eksplicitno zadate povrsi; b) Orijentacija zatvorene
povrsi. (sorijen2)

toga, ovde ¢emo pretpostaviti da su éelije dovoljno malog dijametra da normala u
svakoj tacki éelije zaklapa ugao sa z-osom ¢iji je kosinus nepromenljivog znaka (tj.
cosy > 0 ili cosy < 0 u svakoj tacki jedne Celije). Mera éelije o je povrsina njene
ortogonalne projekcije na xy-ravan pomnozena sa znakom cos +y:

m(o’) ako je cosy > 0 u éeliji o
m(o) =4 —m(o’) ako je cosy <0 u éeliji o
0 ako je cosy = 0 u Celiji o

Ovde je sa o' oznacena ortogonalna projekcija éelije o na xy-ravan!. Primetimo

da je m(o) = 0 samo u slucaju kada je ¢elija o ortogonalna na zy-ravan, a tada je
im(o’) =0.
Integralna suma pri podeli IT sa tackama P;(z;, y;, z;) unutar Celije o; glasi:

n

(77) S(FILS) =+ f (i, yi, z:)m(o}),

i=1

pri éemu se znak + ili — uzima prema navedenom pravilu?.
Integral koji se dobija opisanom konstrukcijom naziva se povrsinskim integralom
IT vrste po koordinatama «x i y, u oznaci

(78) //S fz,y, 2) dx dy.

Ukoliko je S deo cilindri¢ne povrsi ortogonalne na xy-ravan (tj. ako je cosy =0
u svim tackama povrsi S, tada je mera svake celije podele jednaka nuli, tako da je
i integral (78) jednak nuli.

U najjednostavnijem sluéaju, kada je povrs S zadata eksplicitno sa z = g(z,y),
(x,y) € Dyy, normala na S je orijentisana tako da je ili cosy > 0 svuda na S (gornja

ISlovo m je ovde upotrebljeno u dva znagenja, da bi se izbegle komplikovane oznake: m(c) se
definise pomoéu m(o’), $to je ranije definisana mera oblasti u ravni, odnosno povrsina.

2 Ako postoje éelije koje su ortogonalne na xy-ravan, tada je svejedno koji znak uzimamo, jer
je m(col) =0.
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strana povrsi) ili je svuda cosy < 0 (donja strana). Integralne sume (77) su u tom
slu¢aju integralne sume za dvojni integral funkcije f(z,y,g(x,y)) po oblasti Dy,.
Dakle, u ovom slucaju imamo da je

(79) l/yng$ayvz)dﬂ7dy:=iin/)Dmyfo,yvg(xay))dx(hh

pri ¢emu se uzima znak + ako se integrali po gornjoj strani povrsi, i znak — pri
integraciji po donjoj strani.

Kasnije ¢emo videti da se i u opStem slucaju parametarski zadate povrsi, povrsinski
integral II vrste moze izraziti preko dvojnog integrala.

Povrsinski integral 11 vrste se analogno definiSe po koordinatama z i x, odnosno
y 1z (s tim $to se umesto projekcije na xy-ravan i znaka cos~ uzima projekcija na
za-ravan i cos 3, odnosno projekcija na yz-ravan i cos ). U opstem slucaju, imamo
integral

// P(z,y,2)dydz + Q(z,y, 2) dz dz + R(z,y, z) dx dy,
s

koji se dobija kao zbir tri integrala po kordinatama.
Povrsinski integral 1T vrste zavisi od orijentacije povrsi i vazi relacija

/ P(z,y,z)dydz + Q(x,y,2) dz dx + R(z,y, z) de dy
S_

:// P(z,y,2)dydz + Q(x,y, z) dz dz + R(x,y, ) dv dy,
Sy

gde su sa S; i S_ oznacCene dve moguce orijentacije povrsi S.

Veza izmedu povrsinskih integrala I i IT vrste

Polazimo od integralne sume za integral II vrste po xy-koordinatama
S(f,1LS) =) £f(Pym(ay),
i=1

gde je m(o}) povrsina projekcije éelije o; na xy-ravan, a znak + ili — se bira u
zavisnosti od znaka cos~v u ¢eliji o; (pretpostavljamo da su éelije dovoljno male da
se ovaj znak ne menja). Oznac¢imo (samo u ovom delu) povrsinu ¢elije o; sa P(0;).
Tada imamo da je

m(o;

) = P(o3)] cos il
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gde je v; ugao koji normala u nekoj tacki celije o; (ne obavezno u tacki P;) zaklapa
sa z-osom'. Zbog naéina izbora znaka 4, imamo da je

S(f,1,8) =Y +f(P)P(os)| cosvi| = Y f(P:)P () cos .
=1 =1

Moze se pokazati da poslednja integralna suma konvergira ka integralu

//S f(z,y,2)cosvy(x,y, z) dS.

Analogan rezultat vazi i za ostale kombinacije koordinata, tako da vazi sledeca
teorema.

Teorema 3.29 Ako je S orijentisana glatka povrs i ako su P,Q, R neprekidne
funkcije na S, tada je

(80) //S P(z,y,z)dydz + Q(z,y, 2) dz de + R(z,y, z) dz dy
= // (P(m7 y,z)cosa + Q(x,y, z) cos B + R(zx,y, z) cos 'y) ds,
s

gde su «, 8, uglovi koje orijentisana normala u tacki (x,y, z) zatvara sa pozi-
tivnim delovima x,y, z ose respektivno.

Svodenje povrsinskog integrala II vrste na dvojni integral

Teorema 3.29 daje vezu izmedu povrsinskog integrala I vrste i povrsinskog integrala
IT vrste, dok se u teoremi 3.28 povrsinski integral I vrste svodi na dvojni. Kom-
binacijom ova dva rezultata, mozemo svesti povrsinski integral IT vrste na dvojni
integral.

Pretpostavimo da je glatka povrs S zadata parametarskim jednacinama (72),
kao i da su funkcije P, @, R neprekidne na S. Tada je

A B C

cosa=t—-—-—, cosf=ft—————, CcosY=F——=oo—,
VA2 4+ B2 4 C? VA2 4+ B? 4+ C? VA? 4+ B2+ C?

pri ¢emu se u sva tri slucaja istovremeno uzima ili znak +, ili znak —, §to zavisi
od orijentacije povrsi. Preciznije, ako je usvojeno da normala na povrs ima smer
vektora (4, B,C), onda se svuda uzima znak +, dok se u slucaju da je usvojen
smer normale (—A, —B, —C), svuda uzima znak —. Sada, primenom teoreme 3.29
imamo da je

1Ovaj rezultat, iako izgleda geometrijski ogigledan, zasnovan je na definiciji povrsine dela
povrsi; striktan dokaz nije jednostavan i izostavljamo ga.
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// P(z,y,z)dydz 4+ Q(z,y,2) dz dax + R(z,y, z) da dy
s

= // (P(x, y,z)cosa+ Q(z,y, z) cos B+ R(zx,y, z) cos 7) ds
s

| e e )
o s\VAZ B2+ (02 A2+ B2+(02? A2+ B2 ¥ (2 ’

a zatim, primenom teoreme 3.28, dobijamo da je poslednji integral jednak

jE// ( PA N QB N RC )
Du, \WA2+B2+C? A2+ B2+ (2 A2+ B2 4 (2

XV A%+ B2+ C?dudv = + // (PA+QB+RC) du dv.

Duv

Dakle, dokazana je sledeca teorema.

Teorema 3.30 Neka je glatka povrs S zadata parametarskim jednac¢inama (72)
i neka su funkcije P, Q, R neprekidne na S. Tada je

//dedz—i—dedx—i—Rdxdy:i// (PA—i—QB—&-RC)dudv7
s D

uv

pri éemu se uzima znak + ako jen = (A, B,C) i znak — ako jen = (—A,—B, —C).

U posebnom slucaju, ako je povrs zadata eksplicitnom jedna¢inom z = g(z,y),
za parametre mozemo uzeti v i v, pri ¢emu je A = —g,, B = —gy, C = 1, dok
je oblast D, ortogonalna projekcija povrsi S na xy-ravan. Kao Sto smo ranije
utvrdili, u ovom slucaju cos~y na izabranoj strani povrsi nepromenljivog znaka,
tako da se znak ispred integrala odreduje na osnovu znaka cosy:

Ako je povrs S zadata jedna¢inom z = g(z,y), (z,y) € D, onda je
//dedz—l—dedac—i—Rdxdy:i// (—Pgw—ng—&-R)dxdy,
S Dacy

pri emu se uzima znak + ako je cosy > 0 na S (tj. ako se integrali po gornjoj
strani povrsi) i znak — u suprotnom slucaju.
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3.9 Stokesova formula i formula Ostrogradskog

U ovom odeljku dajemo dve integralne formule koje su od fundamentalnog znacaja
u teoriji i primenama. STOKESova formula predstavlja generalizaciju GREEN-
RIEMANNove teoreme u tri dimenzije i utvrduje vezu izmedu krivolinijskog inte-
grala po zatvorenoj konturi u prostoru i povrsinskog integrala po povrsini koja je
ogranic¢ena tom konturom. Formula OSTROGRADSKOG daje vezu izmedu povrsinskog
integrala po zatvorenoj povrsi i trojnog integrala po delu prostora koji ta povrs zat-
vara. Ove dve formule su veoma srodne i mogu se generalisati na vise dimenzija u
okviru jedne unificirane teorije koja izlazi iz domena ove knjige. S druge strane, obe
formule, zajedno sa GREEN-RIEMANNovom formulom koju smo ranije proucavali,
daju prirodne generalizacije NEWTON-LEIBNIZove formule (videti tekst na stranici
105).

3.9.1 Stokesova formula

Razmotri¢éemo najpre neka pitanja u vezi sa orijentacijom krive na orijentisanoj
povrsi. Kao $to znamo, svaka dvostrana glatka povrs i svaka glatka kriva mogu se
orijentisati na dva nac¢ina. Ako je povrs orijentisana (Sto znaci da je izabrano ,lice”
povrsi, odnosno strana povrsi iz koje normala ,izlazi”), onda se svaka zatvorena
kriva na povr§i moze orijentisati tako da oblast koju zatvara na licu ostaje pri
obilasku krive ili sa leve ili sa desne strane. Ako je kriva orijentisana tako da pri
njenom obilasku oblast povrsi koja je njome zatvorena na licu ostaje uvek sa leve
strane, kazemo da je kriva orijentisana pozitivno u odnosu na orijentaciju povrsi
(ili po pravilu desne zavojnice u odnosu na normalu povrsi).

Slika 50. Pozitivna orijentacija krive na povrsi u odnosu na orijentaciju povrsi.
(sorkp)
Neka je S glatka povrs zadata parametarskim jednac¢inama
(81) z=x(u,v), y=y(u,v), z=2z(u,v), (u,v) € Dy,

Cija granica je glatka kriva C, kao na slici 51. Pretpostavimo da je oblast D,,,, takode
ogranicena glatkom konturom I' u wv-ravni. Konac¢no, pretpostavimo da je povrs
S orijentisana i da je kriva C' orijentisana pozitivno u odnosu na datu orijentaciju
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povrsi. Orijentacijom krive C' odredena je i orijentacija krive I'. Pokazuje se da
vazi sledeée pravilo koje dajemo bez dokaza.

Ako je normala na povrs S orijentisana kao n = (A, B, C), onda pozitivnoj ori-
jentaciji krive C' odgovara pozitivna orijentacija krive I'. U suprotnom slucaju,
akojen = (—A, — B, —C), onda pozitivnoj orijentaciji krive C' odgovara negativna
orijentacija krive T

Slika 51. Uz izvodenje Stokesove formule. (spokri)

Posmatrajmo krivolinijski integral

Iz:/ P(x,y,z)dx,
C

pri ¢emu pretpostavljamo da je P neprekidna funkcija na S, kao i njeni parcijalni
izvodi prvog reda. Polaze¢i od parametarskih jednacina (81), nalazimo da je dz =
z, du + x, dv, tako da je

(82) I, = /FP(x(u, v), y(u,v), z(u, v))x, du + P(z(u,v),y(u,v), z(u, v))x, dv.

Uvodenjem oznaka P* = Pz, i Q* = Px,, i primenom GREEN-RIEMANNove for-
mule na integral u (82) nalazimo da je

(83) I,=+ P*du+Q*dv:i// (8@ —8P)dudv,
r+ D

ou ov

uv

pri ¢emu se znak + bira ako je n = (4, B,C) i znak — pri suprotnoj orijentaciji
povrsi. Dalje je

oR* oP* 0 0
- =~ (Pz,) — —(P
ou Ov 8u( o) 811( )
= (szu + Pyyu + Pzzu)xv + PIu’u - (Pa:x'u + P’t/yv + Pzzv>mu - P-r'uu
_ Zy Ty _ Loy Yu
=, Y120 Yo

—P.B—P,C,
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gde smo pretpostavili jednakost mesovitih parcijalnih izvodal 2y, i Zyy. Dakle,

I, = :I:// (P,B — P,C) dudv.
D

uv

Prema teoremi 3.30, ovaj dvojni integral jednak je povrsinskom integralu IT vrste

po povrsi S:
1, :// P, dzdx — Py dx dy.
s
Analogno, za integrale

Iy:/Q(:v,y&)dy i Iz:/R(l’,y&)dZ
C C

dobijamo

Iy://Sdexdy—QZdydz, IZ://SRydydz—Rmdzdx.

Objedinjavanjem ovih formula dobija se sledeéi rezultat.

Teorema 3.31 Ako je S orijentisana glatka povrs zadata parametarskim
jednacinama (81), ¢ija granica je glatka pozitivno orijentisana kriva C, i ako su
funkcije P,Q, R neprekidne na S U C, kao i njihovi parcijalni izvodi, onda je

(84) /de+Qdy+Rdz
c

://(Ry—Qz)dydz—l—(PZ—Rw)dzdx—i—(QgE—Py)dxdy
s

Jednakost (84) zove se STOKESova formula. U njoj je, kao poseban slucaj
sadrzana GREEN-RIEMANNova formula, §to se moze videti ako se stavi da je dz = 0.
STOKESova formula se moze napisati u simbolickom obliku koji je laksi za pamcenje:

dy dz dzdz dz dy
/de+Qdy+Rdz:// 2 2 2
¢ S|P Q R

Pretvaranjem povrsinskog integrala IT vrste u integral I vrste (teorema 3.29), dobija
se jos jedan oblik STOKESove formule:

cos « cos 3 cos 7y

/de+Qdy+Rdz:// o w Be | ds.
C S

P Q@ R
Napomenimo da STOKES ova formula vazi i ako je povr§ S ograni¢ena sa vise
zatvornih kontura Cq,...,C,. U tom sluc¢aju se u formuli uzima da je C = C; U

--+ U, a svaka od kontura C; orijentisana je pozitivno u odnosu na povrs ako

10va pretpostavka nije neophodna, ali je uvedena radi jednostavnijeg dokaza.
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zatvoreni deo povrsi ostaje sa leve strane pri obilazenju krive. Ovo je ista logika
koju smo primenjivali kod GREEN-RIEMANNove formule.

Slika 52. Povrs ¢ija je granica sastavljena od tri zatvorene krive. (szaptk)

3.9.2 Formula Ostrogradskog

Teorema 3.32 Neka je V. C R? deo prostora ogranicen zatvorenom glatkom
povrsi S.  Ako su funkcije P,Q,R zajedno sa svojim parcijalnim izvodima
neprekidne na V' U S, tada je

(85) // P(z,y,z)dydz 4+ Q(z,y,2) dz dx + R(z,y, z) dx dy

(242228 ey

pri ¢emu se u povrsinskom integralu uzima spoljna strana povrsi S.

Dokaz. Dajemo dokaz samo u posebnom slu¢aju kada je oblast V oblika cilindra
koji je sa donje i gornje strane zatvoren delovima povrsi z = g;(z,y), odnosno
z = go(x,y) (videti sliku 53).

Ovde imamo da je

[ 2 eavac= [[ ( /gj::; gjdz) o dy
(86) // R(z,y, g2(z,y)) dz dy — //Tnyygl(x y)) dz dy

-/ Ry dody+ [[ oy dsay,
SQ Sl

pri ¢emu smo u poslednjem koraku koristili vezu izmedu povrsinskog i dvojnog
integrala (videti formulu (79) na strani 133).
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Slika 53. Uz dokaz formule Ostrogradskog. (scili)

Na delu S3 imamo da je cosy = 0, tako da je

// R(z,y,2) dz dy =0,
S3
pa iz (86) dobijamo da je

/// dxdydz—// Rdxdy—i—// Rdxdy+// Rdxdydz
Sa S1 S3
:/ R dx dy.
s

Na isti na¢in nalazimo da je

/// dydzdz—//dedz /// —dzdxdz—/Sdedx,

¢ime je dokazana jednakost (85). O



Glava 4

Kompleksna analiza

Naizgled naivnim dopustanjem da jednacina x? + 1 = 0 ima resenja, otvara se
prozor u fascinantni svet kompleksnih brojeva i kompleksne analize. Ova oblast
matematike ima znacajne primene u reSavanju realnih problema u raznim
oblastima. Izmedu ostalog, mnoge osobine realnih funkcija mogu se mnogo bolje
razumeti kroz kompleksnu analizu nego u realnom domenu.

141
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4.1 Kompleksna ravan i funkcije kompleksne
promenljive

4.1.1 Kompleksna ravan

Algebarska struktura

Pretpostavljajuéi da je ¢italac ve¢ upoznat sa kompleksnim brojevima, ovde dajemo
samo pregled definicija i osnovnih osobina skupa kompleksnih brojeva.

Skup C kompleksnih brojeva definie se kao skup uredenih parova (z,y), gde su
x,y realni brojevi. Operacije sabiranja i mnozenja uvode se u C na sledeéi nacin:

(x1,y1) + (22, y2) = (1 + 22, y1 + V2),

(x1,11) - (x2,Y2) = (T172 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1),

Nije tesko dokazati da skup C sa operacijama mnozenja i sabiranja ¢ini polje. Neu-
tralni element za sabiranje je (0, 0), a za mnozenje (1,0). Izmedu skupa kompleksnih
brojeva oblika (z,0) i skupa realnih brojeva postoji izomorfizam (x,0) — z, jer je

(1,0) + (22,0) = (21 + 22,0); (21,0) - (z2,0) = (x122,0) .

Stoga se obicno (z, 0) identifikuje sa x, na primer, (0,0) =0, (1,0) = 1, itd. Na taj
nacin, skup R mozemo smatrati podskupom skupa C.

Ureden par ¢ = (0,1) ima posebnu ulogu u skupu kompleksnih brojeva; on se
naziva imaginarnom jedinicom. Imamo da je

#=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = -1,

i prema tome, jednacina 22 + 1 = 0 ima resenje u polju kompleksnih brojeva. Ova
Cinjenica je od sustinskog znacaja, jer, kao Sto ¢emo videti, omoguéava prosirenje
domena elementarnih funkcija. Ako se ¢ pomnozi sa realnim brojem y dobija se

iy =(0,1)-(y,0) = (0,9),
pa je stoga, za proizvoljan kompleksan broj (z,y),

Ako je z = (z,y) = x + iy, tada je x realni deo, a y je imaginarni deo komplek-
snog broja z, u oznakama x = Re z i y = Im z, respektivno. Kako je kompleksan
broj definisan kao uredeni par, jasno je da vazi

z1=29 <= Rezi=Rezg A Imz  =Imz .

Za kompleksan broj z = x + 1y, inverzan element u odnosu na sabiranje je
—z = —x — iy, a ako je z # 0, onda postoji i inverzan element u odnosu na
mnozenje 2z~ 1 = x/(z? + y?) —iy/ (2% + y?).
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Za kompleksan broj z = x + iy definiSe se konjugovano kompleksan broj
z=xz+1i(—y) =z —1y. Ako su dati z i 2z, onda je
z+z z2—Z
R == I =
ez g lmz 5

Rastojanje (euklidsko) izmedu tacke z i nule zove se modul kompleksnog broja
z, u oznaci |z|. Sledece korisne jednakosti se lako dokazuju:

\z|2 =z 4+ 9% =2z

Zadaci

51. Dokazati da je

n (—1)/2, ako jen =0,2,4,...,
V(=)™ Y/2 akojen=1,3,5,...

52. Napisati jednac¢inu kruZnice sa centrom u tacki a € C i polupre¢nikom r > 0.
[lz—a|l=r]

53. Ispitati da li jednacina
zZ+az+az+b=0, a,b e C,

odreduje kruznicu u kompleksnoj ravni.
[ Odreduje ako je b € R, |a|®> > b. ]

54. Definisimo relaciju < na skupu kompleksnih brojeva na sledeéi naéin: z; < z9 ako
i samo ako je x1 < xg ili 1 = w9, y1 < Yo, gde je zr = i + 1yk, k = 1,2. Dokazati
da je < relacija potpunog uredenja na skupu C, tj. da je refleksivna (z < z2),
tranzitivna (21 < 22 A 22 < 23 = 21 < z3), antisimetricna (21 < 22 A 22 < 21 =
21 = 29) 1 da za svaki par 21,29 € C vazi 21 < 29 ili 29 < 2.

55. Za reaciju totalnog uredenja < definisanu na nekom polju (F, +, ), kazemo da je
kompatibilna sa operacijama polja ako a <b=a+c<b+ci0<aA0<b=
0 < a-b. Dokazati da iz ova dva uslova i osobina polja izlazi da je 0 < a? za svako
a € F. Na osnovu ovoga dokazati da je na skupu C nemoguce definisati relaciju
totalnog poretka koja bi bila kompatibilna sa operacijama + i -.
Uputstvo. Ako je 0 < a, onda je —a < —a + a = 0, §to znaci da je uvek ili 0 < @ ili
0 < —a. Ako je 0 < a, onda je 0 < a?; ako je 0 < —a, onda je 0 < (—a)? = (=1)? - a®.
Iz osobina polja izlazi da je (—1)% = 1, tako da je i u drugom slu¢aju 0 < a>. U polju
kompleksnih brojeva je i = —1, kao i 1> = 1. Sa bilo kakvom relacijom <, imaéemo da
jeili —1 < 0ili je 1 < 0, Sto je onda kontradikcija sa prethodno dokazanom osobinom.

4.1.2 Elementarne funkcije u kompleksnom domenu

Sve elementarne funkcije u kompleksnom domenu definisu se polazeéi od samo dve
osnovne: to su eksponencijalna i logaritamska funkcija.
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Eksponencijalna i njoj srodne funkcije
¢ Eksponencijalna funkcija z — e* definise se pomoc¢u jednakosti

e* = "W = ¢%(cosy + isiny).

Prema tome, et je kompleksan broj ¢iji je modul jednak e® (u obi¢nom
smislu realne eksponencijalne funkcije), dok je argument jednak y. U speci-
jalnom slucaju, kada je z = iy, y € R, dobija se EULERova formula:

e = cosy + isiny, y € R.
Domen eksponencijalne funkcije je ceo skup kompleksnih brojeva C.

e Kosinusna funkcija z +— cosz je definisana na celoj kompleksnoj ravni
pomocu relacije
e’LZ _|_ e—’LZ
sz = ——p—, z € C.
e Sinusna funkcija z — sin z definisana je sa

) eiz _e—iz
sinz = o z € C.
i

Motivacija za ovakvu definiciju kosinusne i sinusne funkcije jeste ¢injenica da

kada je z € R, onda se primenom EULERove formule dobijaju uobicajene
trigonometrijske funkcije na R.

e Tangens se definiSe kao koli¢nik sinusa i kosinusa:

sin z e —et®
tgz = = —1— —.
CcOS 2 e® 4 e ®

e Hiperbolicke funkcije z — ch z i z + sh z definisane su sa

e+ e * e* —e %

chz= , sh z =
2

Veci deo osobina ”obi¢nih” realnih funkcija je zadrzan i u kompleksnom domenu.
Na primer, cos? z+sin? z = 1, ch 22 —sh 2z = 1, itd. Medutim, za razliku od realnih
trigonometrijskih funkcija, kompleksni sinus i kosinus nisu ogranicene funkcije.

Primer 72. Ako u izrazu kojim se definiSe kosinusna funkcija stavimo da je z = iy,
dobijamo da je

) e YV +eY
cosiy = ——— =chy,
2
odakle izlazi da je lim cosiy = 400, pa kosinusna funkcija nije ograni¢ena u

y—+oo
kompleksnom domenu. O
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Argument, logaritam i funkcije koje se definiSu pomocu njih

Uvodenjem polarnih koordinata u kompleksnu ravan, svaki kompleksan broj z # 0
moze se predstaviti u tzv. trigonometrijskom obliku

z =r(cosf + isinb),

gde je r = |z| rastojanje od tacke z = (z,y) do koordinatnog pocetka, a 6 je polarni
ugao; u kompleksnom domenu 6 se naziva argumentom kompleksnog broja z,
u oznaci § = Arg z. Argument broja 0 se ne definige!.

Mnozenje kompleksnih brojeva u trigonometrijskom obliku svodi se na sabiranje
argumenata, jer vazi jednakost

(1) Arg (z129) = Arg z1 + Arg 2o,
odakle je
(2) 2122 =|z1| - |22| - (cos(Arg z1 + Arg 22) + isin(Arg z; + Arg 22)), kaoi

2 Zl:(cos(Arg z1 — Arg zo) + isin(Arg 21 — Arg 29)).
z9 Z92

(3)
Ako sudati |z] =71 Arg z = 0, tada se z = Re z 1 y = Im 2 nalaze iz jednakosti
x =rcosf, y =rsinf.
Obrnuto, ako je dato z = x + iy, tada nalazimo da je

r=lzl = Vat+y7

dok se pri odredivanju Arg z pojavljuju teskoce. Naime, za dato z, Arg z je odreden
samo po modulu 27, odnosno odreden je kao geometrijski ugao u trigonometrijskom
krugu, pomoéu relacija?

cosf =z, sinf = y,

Sto znaci da i svaki ugao 6 4+ 2k, gde je k ceo broj, moze biti Arg z.

Ova neodredenost moze se otkloniti tako sto se uvede ogranic¢enje da 6 pripada
nekom fiksnom intervalu duzine 27w. U kompleksnoj analizi je uobic¢ajeno da se
uzme interval (—m, 7]. Na taj nacin se dobija jednozna¢no odreden argument, koji
se oznacava sa arg z:

0 =argz <= cosf = A 0 € (—m,m].

Re z . Im 2
—— A sinf = ——
1] 12
Medutim, ovako se pojavljuje novi problem: formula (1) ne vazi ako se u njoj
zameni Arg sa arg. Na primer, ako je arg z; = arg zo = 37/4, onda arg z1 + arg 2o
ne moze biti argument (arg) ni jednog kompleksnog broja.

1Kao §to ni nula vektor nema definisan pravac i smer.
2Napomenimo da, ukoliko se z nalazi u drugom ili treéem kvadrantu, nije taéno da je 6 =

arctg y/x.
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Neodredenost argumenta kompleksnog broja je izvor tesko¢a pri definisanju
nekih elementarnih funkcija u kompleksnom domenu, i motivacija za uvodenje jedne
nove klase funkcija.

Naime, funkcije koje smo do sada definisali ne zavise od argumenta komplek-
sne promenljive z, tj. njihova vrednost je odredena ako su zadati Re z i Im z.
Stoga zvakoj datoj vrednosti kompleksnog broja z odgovara samo jedna vrednost
funkcije. Kod funkcija koje se definisu pomoéu Arg z, po pravilu se odrzava neo-
dredenost argumenta, tako da jednom kompleksnom broju z odgovara vise (kona¢no
ili beskona¢no mnogo) vrednosti funkcije. Preslikavanja sa osobinom da se jedno
z € C preslikava u vise od jedne vrednosti, zovu se multiformne ili viSeznacne
funkcije. One se u kompleksnoj analizi prirodno pojavljuju zahvaljujué¢i inherent-
noj neodredenosti argumenta kompleksnog broja.

e Logaritamska funkcija z — Log z definiSe se pomoc¢u

Log z =log |z| + i - Arg z, z€C, z#0,

gde je log |z| ,obican” logaritam realnog i pozitivnog argumenta |z|. Motivacija za
ovakvu definiciju je EULERova formula, po kojoj je

P Tei@ — |Z‘ei-Arg 27

i iz koje se, formalnim logaritmovanjem (kao kada bi broj ¢ bio realan) upravo
dobija izraz iz navedene definicije. Naravno, kako je Arg z neodredeno, izlazi da je
i Log z neodredeno, odnosno, za svako fiksirano z, Log z uzima prebrojivo mnogo
vrednosti, koje se medusobno razlikuju po celim umnoscima broja 27i. Naime, ako
je 0 = Arg z, onda je i 6 + 2km = Arg z, gde je k ceo broj; stoga je

Log re’ = Log re'®+2*™) — logr + i(0 + 2k).

Ukoliko se umesto funkcije Arg u definiciji logaritamske funkcije uzme arg,
dobija se tzv. glavna vrednost logaritma, koja se obelezava sa log:

log z =log |z| + i - arg z, 2€C, 2#£0.

Glavna vrednost logaritma jednom z € C pridruzuje jednoznacéno odredenu vred-
nost Inz € C; za razliku od multiformnih, ovakve ”obi¢ne” funkcije se ponekad
nazivaju uniformne ili univalentne funkcije.

Primer 73. Primetimo da se u kompleksnom domenu gubi standardno ogranic¢enje
da je logaritam definisan samo za pozitivne brojeve. Sada mozemo nadi i logaritme
svih kompleksnih brojeva z # 0, ali ako z nije pozitivan realan broj, Log z ima
kompleksne vrednosti. Na primer,

Log (—1) = Log '™ = i(2k + 1)m, k€ C, log(—1) = 4.

Logi:LOgeiﬂ'/in(g+2kﬂ'>, keZ, logi:ig_ O
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Dobitak uniformnosti, pra¢en je gubitkom aditivnosti logaritma; naime, za
glavne vrednosti logaritma nije ta¢no da je log z12o = log 21 + log zo. Na primer,
ako je z1 = zo = —1, onda je log 2120 = 0, dok je log z; + log zo = 2log 21 = 2ms.

Osnovna osobina logaritma, kao funkcije inverzne eksponencijalnoj, o¢uvana je
za Log samo u jednom smeru:

eLog z log |z|+iArg z log |z | eiArg z iArg 2z

=e =e = |zle =z, dokje
Log ¢* = Log "t = Log (e” - €¥) = & + i(y + 2kn) = z + 2kmi, k€ Z.
Sli¢no, za log imamo da je
elo8® — |z]ei®8® = 4,

Da bismo odredili loge?* potrebno je napisati e* u trigonometrijskom obliku sa
arge® € (—m,w|. To znadi da treba naéi ko € Z tako da je y+ 2komw € (—m, 7], pa je
loge® = log e = loge® - eWH2F™ — g 4 i(y + 2k7) = 2 + 2komi.

Primer 74. Neka je z = 3 + 7i. Tada je
loge* =loge® - e™ =loge? - e(T2™i = 3 4 (7 —2m) = z — 2mi,
jer je 7— 2w € (—m, 7.
e Stepena funkcija. Kod stepene funkcije razlikujemo dva slucaja: kada je
stepen ceo realan broj i kada to nije.

Funkcija z — 2", gde je n € N, definiSe se kao ponovljeno mnozenje:

M=zozoz, z€C, ne{l,2,...}.

Za sluéaj kada je n = 0, dobija se funkcija 2°, koja se definise kao 1 za svako
z e ChL

Kona¢no, funkcija z — 27", n € N definiSe se kao 1/z" i njen domen je skup
C\ {0}. Ovim je funkcija z — z* definisana za cele brojeve a. U opstem
slucaju, definiSemo

n

2% = ko8 2 2#0, a€Z
Isto kao logaritamska, i ovo je multiformna funkcija.

Posebno ¢emo posvetiti paznju sluc¢aju kada je a = 1/n, n € N; funkcija 21/
se zove n-ti koren kompleksnog broja z.
Prema definiciji, ako je z = re??, imamo da je

1/n

P :eﬁLogz

— e(log r)/n+i(0+2kT)/n _ Tl/nei(9+2kﬂ')/n
1/n( 0+ 2k . 9+2k7r)
r COS — + 18I ——
n n

)

1Napomenimo da 0° kao izraz nije definisan, osim u ovom slucaju.
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gde je k proizvoljan ceo broj. Medutim, zbog periodi¢nosti sinusa i kosinusa, ustvari
postoji samo n razli¢itih vrednosti za z'/™:

2 2
(4) zl/”:rl/"(cose+ kw+isin9+ kﬂ-), k=0,1,...,n—1.
n n

Jednakost (4) je poznata formula za n-ti koren kompleksnog broja. Ako se umesto
Log uzme log, dobija se glavna vrednost n-tog korena:

0 0
2/ = pl/n (cos+isin>, 0 € (—m,n].
n n

Iz definicije korena i osobina logaritamske i eksponencijalne funkcije imamo da
je

)

n .
(Zl/n> — elogr+z(9+2k7r) =z

odakle zakljuc¢ujemo da su, za dato z € C, sve vrednosti korena reSenja jednacine
w"™ = z (po w). S druge strane, poznato je da ova jedna¢ina (kao kompleksna
polinomska jednac¢ina reda m) ne moze imati vise od n reSenja. Prema tome,
zakljucujemo da vazi ekvivalencija

w= {2z <= w" =z, 2€C,z#0.

Primer 75. Za n = 2, dobija se kvadratni koren kao multiformna funkcija, sa dve
grane:

(V2)1 =T (cosg + isin Z) ,

™ ..
+28In

(ﬁb:ﬁ(cose 0+27r>.

Ako se uzme da je 0 € (—n, n], tada je (v/z)1 glavna vrednost kvadratnog korena,
a (v/z)2 = —(\/2)1. Na primer, ako je z =z > 0, onda je § = arg z = 0, pa je prva
vrednost koren u obi¢nom smislu y/z, a druga vrednost je —+/z.

Primer 76. Posmatrajmo kvadratnu jedna¢inu sa kompleksnim koeficijentima:
(5) az’ +bz+c=0, a,b,ce C, a#0.
Svodenjem na potpuni kvadrat dobijamo da je

b\ dac—b? 1
2 — _ ) 2 4 12
az’ +bz+c a<z+2a> +—— —4@(( az +b)* + dac — b?),

odakle (zbog a # 0) izlazi da je jednacina (5) ekvivalentna sa jedna¢inom

(2az + b)* = b? — 4ac,
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odnosno 2az + b = Vb? — 4ac, tj.
—b+ Vb? — dac
1=
2a ’

pri ¢emu se kvadratni koren shvata kao multiformna funkcija, sa dve grane. Ako se
kvadratni koren shvati kao glavna vrednost, dobija se poznata formula

—b+ Vb? — 4ac
2=
2a ’
pri ¢emu vrednosti sa znakom + odgovara glavna vrednost resenja kvadratne jed-
nacine.
Primer 77. Primenjena na z = 1 = cos0 + isin 0, formula (4) daje:

2k 2k
(6) %:cos—ﬂ—i—isin—ﬂ, k=0,1,...,n—1.
n n

Neka je wy, kompleksan broj koji se dobija kada se u (6) fiksiraneko k € {0,1,...,n—
1}. Za proizvoljno n imamo da je wy = 1, dakle jedna vrednost za /1 je uvek 1.

Nije tesko videti da sve tacke wy,...,w,_1 pripadaju jedini¢noj kruznici opisanoj
oko koordinatnog pocetka, i da dele kruznicu na n podudarnih delova. Na primer,
za v/1 dobijaju se tacke wog = 1, w; = i, wy = —1 i w3 = —i, koje su simetriéno

rasporedene po kruznici.
e Opsta eksponencijalna funkcija za osnovu a € C definisana je sa
z _ ,zLloga _ _z Log a
a®=e =e”-e z€C, a#0.

Ova funkcija nije multiformna, jer se podrazumeva da je za Log a uzeta jedna
od mogucih vrednosti, ¢ime se a* determinise za svako z.

e Inverzne trigonometrijske funkcije definisu se kao resenja jednacina (po
w): cosw = z; sinw = z; tgw = z. Iz definicionih izraza za kosinusnu i
sinusnu funkciju, dobija se da je

1
° Arcsin z = gLog (iz+ V1 —22) (€ C)

1
° Arccos z = =Log (z + \/ﬁ) (z € C)
i

1412
1—1z

1
. Arctg z = ?Log (z € C,z # +i)
i
Svaka od funkcija koje smo definisali, moze se posmatrati u dve varijante: kao
multiformna funkcija (sa Log ) ili kao glavna vrednost (sa log). Uobicajeno je da se,
ako nije specificirano, pretpostavi da sve funkcije uzimaju svoje glavne vrednosti.
Ako funkcija ima posebno ime (na primer, Arctg z), onda se glavna vrednost pise
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malim pocetnim slovom (arctg z), a veliko pocetno slovo podrazumeva da je funkcija
multiformna.

Osim glavnih vrednosti, mogu se definisati razlicite druge ”grane”, tako Sto se
specificira koja vrednost logaritma se racuna. Recimo, mozemo definisati funkciju
”dog” pomocu’

dogre® =logr +i0, 2 <6 < 4r.
Na primer, dog 1 = 27i; dogi = 5mi/2, itd. Ako se u definicionim formulama za
neku kompleksnu funkciju uzme dog z umesto Log z, dobice se opet jedna uniformna
funkcija.

Zadaci
56. Ako je z resenje jednacine (1 + 2)® + 25 = 0, dokazati da je Re z = —1/2.
Uputstvo. Staviti da je z=re idajel +2z= peiﬁp,
57. U realnoj analizi, funkcija o — arccos z definise se pomoéu relacije
y = arccosxz <= x =cosy A y € [0,7].

Ako se u definiciji kompleksne funkcije Arccos uzme glavna vrednost logaritma i
kvadratnog korena, i ako se uzme da je z = & € [—1, 1] realan broj, dokazati da se
dobija ista funkcija.

58. Nadi sva resenja jednacine sin z = 2.

Metrika u kompleksnoj ravni

U kompleksnoj ravni ili z-ravni, tacke su kompleksni brojevi z = (z,y) = x + iy.
Koordinatne ose su realna osa (z-osa) i imaginarna osa (y-osa). Euklidsko
rastojanje izmedu tacaka z; = x 4+ iy; 1 20 = zo + iys definiSe se kao rastojanje
izmedu tacaka A(z1,y1) i B(wa,y2) u ravni R2:

d(z1,22) = V/(x1 — 22)% + (Y1 — y2)2.

Prema tome, kompleksna ravan je izomorfna ravni R2. Osim euklidske, i sve
metrike koje se koriste u R? mogu se definisati i u kompleksnoj ravni, izmedu
ostalih, metrike d,, i ds koje su ekvivalentne euklidskoj.

Pod okolinom (ili e-okolinom) kompleksnog broja zy podrazumevamo otvoren
disk poluprecnika € sa centrom u zq, tj. skup

{zeCllz—z| <e}={z€C|V(z—20)*+ (y —y0)* <&},

gde je x = Re 2,29 = Re 20,y = Im 2,90 = Im 2y. Isto kao u R?, mogu se, po
potrebi, koristiti i okoline u ekvivalentnim metrikama d,,, i dg, tj. skupovi

{z€C||Rez—Rez <e, |Imz—1Im z| <e}, odnosno

{z € C||Re z — Re 2| + |Im z — Im z¢| < €},
gde je e > 0.

1Samo primera radi, inace ova funkcija nije u standardnoj upotrebi.
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Granicni procesi u kompleksnoj ravni

Polazeéi od euklidske metrike, u skupu C mozemo definisati pojam konvergencije
kompleksnog niza ili pojam grani¢ne vrednosti funkcije kompleksne promenljive,
na isti nac¢in kao &to je to uradeno u R2. Radi kompletnosti, navodimo definiciju
grani¢ne vrednosti kompleksne funkcije kompleksne promenljive.

Definicija 4.1 Neka je funkcija z — f(z) definisana u nekoj okolini D tacke
20, osim mozda u tacki zg. Kazemo da je kompleksan broj A grani¢na vrednost
funkcije f kad z — zp, u oznaci lim f(z) = A ako vazi

Z—20

(Ve>0)(F0 >0)(Vze€D) 0<|z—2|<d=|f(z)— 4| <e.

Ako zy € D i ako je lim f(z) = f(z0), kazemo da je funkcija f neprekidna u

Z—20
tacki zg.

Ova definicija se malo razlikuje od standardne definicije limesa u metrickim
prostorima jer se zahteva da funkcija bude definisana u celoj okolini tacke zo (osim
u zp), a nije dovoljno da zg bude samo tacka nagomilavanja domena funkcije. Ovo
se Cini iz prakti¢nih razloga, jer funkcije koje su zanimljive u kompleksnoj analizi
(tzv. analiticke funkcije) upravo i imaju tu osobinu. U realnom domenu uvode se
pojmovi desnog i levog limesa, a ovde se moze, ukoliko je potrebno, posmatrati
limes po skupu, isto kao za funkcije dve promenljive. Ukoliko skup D ne sadrzi ni
jednu celu okolinu tacke zo bez same te tacke, onda obicno pisemo _lim ) f(z). Na

z€D
primer, oznaka Zli_r>nO f(2) znaci da se posmatra grani¢na vrednost funkcije f kad
Rez>0
z — 0, pri cemu je Re z > 0.

Grani¢na vrednost kompleksne funkcije moze se svesti na realni limes, jer iz

definicije izlazi da je

lim f(z) = A < lim |f(z) — A =0.

zZ—20 z—20
U posebnom slucaju, kada je A = 0, zakljuujemo da f(z) — 0 ako i samo ako
()] = 0.

Jedina razlika koja postoji izmedu R? i C je pojam beskonacnosti. Dok se
u R? odrzava koordinatno shvatanje beskonaénosti, u smislu da se posmatraju
grani¢ne vrednosti kad x — +o0o i y — 400, pri cemu su moguce sve kombinacije
znakova, u kompleksnoj ravni se uvodi samo jedna beskonacnost, odnosno jedna
zamisljena beskonac¢no daleka tacka. Definicija beskona¢nosti u C pociva na jednoj
geometrijskoj konstrukeiji poznatoj pod nazivom RIEMANNova sfera (slika 54).

Zamislimo da je sfera S postavljena tako da dodiruje kompleksnu ravan u koordi-
natnom pocetku O. Neka je P tacka na sferi suprotna tacki O. Ako je A proizvoljna
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Slika 54. RIEMANNova sfera. (srsfe)

tacka na sferi razlicita od P, prava PA sete kompleksnu ravan u nekoj tacki A’.
Obrnuto, uoc¢imo li bilo koju tacku B’ u kompleksnoj ravni, prava PB’ sece sferu
u jednoj i samo jednoj tacki B, pri cemu B # P. Prema tome, postoji bijekcija
izmedu tacaka sfere bez tacke P i skupa kompleksnih brojeva, koja se ostvaruje na
opisani naé¢in. Na skupu S\ {P} definisimo metriku pomoéu d(A, B) = d(A’, B'),
gde je A’ i B’ tacke u kompleksnoj ravni koje odgovaraju tackama A i B respek-
tivno. Sa uvedenom metrikom, skup S\ {P} postaje metricki prostor izometrican
sa C; drugim rec¢ima, kompleksne brojeve mozemo interpretirati i kao tacke na
RIEMANNovoj sferi iz koje je iskljucena tacka P. U ovakvoj interpretaciji, tatka P
ima ulogu beskonac¢no daleke tacke, odnosno P = oc.

Primetimo da se krugovi sfere u ravnima 7 paralelnim kompleksnoj ravni, pres-
likavaju takode u krugove, ¢iji poluprecnici neograniceno rastu kad se ravan
priblizava tacki P. Stoga se beskonacnost u kompleksnoj ravni moze shvatiti i
kao skup tacaka kruznice sa beskonacno velikim polupre¢nikom. Ovakvo uvodenje
beskona¢nosti znaci da z — oo ako i samo ako |z| = oo. U skladu sa ovim, pod
okolinom beskonac¢nosti podrazumevamo skup kompleksnih brojeva izvan proizvolj-
nog zatvorenog diska polupre¢nika K, za K > O:

Definicija 4.2 Okolina beskonac¢nosti ili K-okolina beskonacnosti je skup

{zeC||z| > K}, K > 0.

Niz kompleksnih brojeva z, konvergira ka oo ako odgovarajuéi niz na RIEMANNovoj
sferi konvergira ka tacki P. To znaci da vazi ekvivalencija

Z— 00 = |z| > Fo0.
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Definicija 4.3 Ako postoji lim f(z), tada definiSemo

|z| =400

lim f(z) = lim f(2).

z—00 |z] =400

Definicija 4.4 Neka je funkcija f definisana u nekoj okolini D tacke z,, osim
mozda u tacki zg. Kazemo da je lim f(z) = oo ako je
zZ—r 20

lim [£(2)| = +oo,

zZ—rZ0

Primer 78. U skupu realnih brojeva, zbog postojanja dve beskonacne ”tacke”
pridruzene skupu R, iz f(z) — 0 kad © — a, ne mozemo zakljuciti da 1/ f(x) — oo,
osim u slucaju kad je f konstantnog znaka u okolini tacke a. Na primer,

1
lim & o
(7) lim — ne postoji,

jer je levi limes —oo, a desni 4o00. S druge strane, ako se posmatra u kompleksnoj
ravni, sa z = x + 4y, imamo da je

1 1

(8) lim — = lim — = co.
z—0x z—0 2
O
Ostaje jos da se definiSe slucaj kada je lim f(z) = oo. To je kombinacija
Z—00

prethodno razmatranih slucajeva.

Definicija 4.5 Neka je funkcija f definisana u okolini beskonac¢nosti. Kazemo
da je lim f(z) = oo ako je
Z—r00

lim |f(z)] = +o0.

|z|] =400

Kod realnih funkcija realne promenljive, definiSe se pojam beskonacno male
veli¢ine, kao i simboli 0,0 i ~ pomoc¢u kojih se porede beskona¢no male. Ova
terminologija se prenosi i na kompleksni domen. Neka su f i g funkcije kompleksne
promenljive i neka je a kompleksan broj ili oo.
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e f(2) = o(g(2)) kad z — a ako i samo ako postoji kompleksna funkcija w(z)
tako da je f(z) = w(2)g(z) u nekoj okolini tacke a, pri ¢emu je 1i_1>n w(z) =0.

Ovaj uslov je ispunjen ako je lim f(z)/g(z) = 0.
zZ—a

e f(z) = O(y(z)) kad z — a ako i samo ako postoji pozitivan realan broj
K takav da je |f(z)] < K -|g(2)| u nekoj okolini tacke a. Ako postoji
lim | f(2)/g(2)| = ¢, gde je ¢ > 0 realan broj, tada je ovaj uslov ispunjen.
z—a

o f(2) ~g(2) kad z — a ako i samo ako je li_1>n f(z)/g9(z) = 1.

Teorema 4.1 Neka su f i g kompleksne funkcije kompleksne promenljive, i neka
je a kompleksan broj ili co. Kad z — a, vazi sledece:
( ((i)))f(Z) =0(9(z)) = [f(R) =0llg(2)]) = [f(z) =ollg(z)]) <= [f(2)] =
o(g(2)).
(i) /() = Og() = If(=)] = Olg(=)) = [(z) = O(lg(2)]) =
£ (2)] = O(g(2))-

Dokaz. (i) Kako w(z) — 0 ako i samo ako |w(z)| — 0, zaklju¢ujemo da je
f(z) = o(g(2)) ako i samo ako je |f(2)| = o(]g(z)|). Ostale ekvivalencije se dokazuju
na isti nacin.

(ii) Sve relacije sleduju neposredno iz definicije simbola O, primenom jednakosti

1F )| = 1£(2)].

Zadaci

59. Pokalazec¢i od definicije 4.3, pokazati da je lim f(z) = A ako i samo ako vaZi
Z—00

(Ve > 0)3K > 0)(Vz € D) |2| > K = |f(2) — A| <e.

60. Polazedi od definicije 4.4, pokazati da je lim f(z) = oo ako i samo ako
Z—20

(VK >0)(36>0)(Vze D) 0<|z—2z]<d=|f(z)] > K.

4.2 Diferencijalni racun

4.2.1 Definicija izvoda

U ovom i slede¢im odeljcima, podrazumevacemo da su sve funkcije koje pominjemo
uniformne, tj. da jednoj vrednosti promenljive z odgovara samo jedna vrednost
funkcije f(2).

S obzirom da je u skupu kompleksnih brojeva C definisano deljenje, izvod se
definiSe na isti na¢in kao u skupu R, tj.

9) £(z0) % 1im L) =1 (20)

Z— 20 zZ— 20

)
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ukoliko postoji grani¢na vrednost sa desne strane jednakosti. Pri tome se pretpos-
tavlja da je funkcija f definisana u svim tackama neke okoline tacke zy. Alterna-
tivno, ako stavimo z — zg = Az = Az + iAy, dobijamo ekvivalentnu definiciju:

Za funkciju koja ima izvod f’(29) € C, kazemo da je diferencijabilna u tacki zo.

Teorema 4.2 Funkcija z — f(z) diferencijabilna je u tacki zo € C ako i samo ako
postoji kompleksan broj A takav da vazi

(11) flz+ Az) = f(z) = AAz 4+ o(|]Az]) (Az —0),
i pri tome je A = f'(zp).

Dokaz. Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki zp, onda iz (10) dobijamo da
je

lim f(zo+ Az) — f(z0) — f'(20)Az
Az—0 Az

=0,
odakle je
f(z0+ A2) = f(20) = F(20)Az + 0(A2) (Az = 0),

Kako je, prema teoremi 4.1, o(Az) = o(|Az|), iz poslednje jednakosti dobijamo (11)
sa A = f’(z9). Obratno, neka vazi (11) sa nekim kompleksnim brojem A. Tada je

flz+Az) = f(z) _ o(|Az|
Az =4+ Az’

pa pustanjem da Az — 0 dobijamo da je f'(z9) = A, §to je i trebalo dokazati. O

Polazeéi od definicija elementarnih funkcija u kompleksnom domenu, moze se
dokazati da su izvodi ovih funkcija po obliku isti kao izvodi odgovarajuéih real-
nih funkcija. Na primer, (e*)’ = e®, (sinz)’ = cosz, itd. Dakle, tablica izvoda
kompleksnih elementarnih funkcija je ,izomorfna” tablici izvoda realnih funkcija.
Medutim, u kompleksnom domenu pojavljuju se interesantni primeri funkcija koje
nemaju izvod.

Primer 79. Neka je f(z) = Re z, odnosno f(z + iy) = x. Posmatrajmo koli¢nik

f(z0 + Az) — f(20) Az

Az Az +iAy

Ako je Ay = 0, ovaj kolicnik ima vrednost 1, a ako je Az = 0, njegova vrednost
je 0. Prema tome, posmatrani koli¢nik nema grani¢nu vrednost kad Az — 0, pa
funkcija f nema izvod ni u jednoj tacki kompleksne ravni.
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Primer 80. Ako je f(z) = |z|?> = 2% + 2, onda je
f(z0+Az) — f(z0) (w0 + Az)? + (yo + Ay)? — x3 — 43

Az Ax + iAy

Za 29 = 0, ovaj koli¢nik svodi se na |Az[?/Az = Az — iAy i tezi nuli kad Az — 0.
Dakle, funkcija ima u nuli izvod f/(0) = 0.

Pretpostavimo sada da je zg # 0. Ako je Ay =01 Az — 0, posmatrani koli¢nik
ima graniénu vrednost 2z¢. Ako je Az =0 a Ay — 0, grani¢na vrednost koli¢nika
je 2yo/i. Kako su xg i yp realni brojevi, nemogudée je da bude 2z¢ = 2yp/i osim u
slucaju da je rg = yo = 0. Prema tome, funkcija z +— |z|> nema izvod ni u jednoj
tacki z £ 0. O

4.2.2 Potrebni i dovoljni uslovi diferencijabilnosti

Razdvajanjem realnog i imaginarnog dela, kompleksna funkcija f moze se pred-
staviti u obliku

f(2) = f(a +iy) = u(z,y) +iv(z,y),
gde su u i v realne funkcije dve realne promenljive. Pokaza¢emo da ako je f difer-
encijabilna funkcija, onda izmedu funkcija v i v postoji odredena veza.

Teorema 4.3 Ako je funkcija z — f(z) = u(z,y) + iv(x,y) diferencijabilna u
tacki zg = xo + iyo, onda funkcije u i v imaju parcijalne izvode u tacki (xq,yo) 1
vaze jednakosti:

(12) 8U(.’£0’y0) _ aU(anyO) 8v(x07y0) _ 78U(1’0,y0)
oz oy Ox Oy '

Dokaz. Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki zg, onda postoji grani¢na

vrednost
f(zo+h) — f(z0)
s .

1 ! = li
(13) f'(20) e,
Ako uzmemo da je h € R, dobijamo da je

fl(ZO) _ hh_>n,10 f(xo +h+ Zyoi)l — f(-rO + ZyO)
u(zo + h, yo) — u(zo, yo) + i(v(zo + h,yo) — v(z0,v0))

hli% h
~ lim u(zo + h, yo) — u(wo, yo) i v(zo + h,yo) — v(x0, o) .
h—0 h h

Odavde vidimo da funkcije v i v u tacki (zg,yo) imaju parcijalne izvode po z, kao
ida je

(14) f'(z0) =

Au(xo, yo) w 0v(xo, yo)
ox Ox .
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Ako u (13) uzmemo da je h = ik, gde je k € R, dobijamo na sli¢an nacin da je

v(xo,yo) i du(zo, yo)
Oy Oy '

(15) f'(20) =

1z jednakosti (14) i (15) dobijaju se jednakosti (12). O

Relacije (12) poznate su pod nazivom Cauchy-Riemannovi uslovi (skra¢eno
C-R uslovi). Iz (15), uz primenu C-R uslova, dobijaju se ¢etiri oblika izvoda:

_Ou  Ov  Ov Ou  Ou Ou Ov Qv

4 - - = — —_ -
(16) f(z)_ﬁx—'_zax Ay Zay Ox ’ay 8y+28x'

Primer 81. Ako je f/(z) = 0 u nekoj otvorenoj oblasti D, onda je, prema (16),

Ou Ou Ov Ov

—_— == — = — = 0, = D7

dr Oy Oz Oy o
pa zaklju¢ujemo da je f(z) = const. za z € D. Ovo moze da se izvede i direktno,
polazeéi od definicije izvoda.

Teorema 4.4 Neka je funkcija f(z) = w(z,y) + iv(z,y) diferencijabilna u tacki
20 = o + iyo. Tada su realne funkcije u i v diferencijabilne u (g, yo), kao funkcije
dve promenljive.

Dokaz. Iz pretpostavke o diferencijabilnosti funkcije f dobija se, primenom
teoreme 4.2:

u(xg + Az, yo + Ay) + iv(xo + Az, yo + Ay) — u(xo,yo) — v(zo, Yo)
(17) = f'(20)(Ax +iAy) + o(y/(Az)? + (Ay)?).

Kako je, prema (16), f/(z0) = % +ig—;‘, zamenom u (17) i izjednacavanjem realnih
delova sa obe strane, dobijamo da je

ou ou
u(xo + Az, yo + Ay) — u(wo,y0) = %Aﬂﬂ + @Ay +o(v/(Az)? + (Ay)?),

a ovo po definiciji znac¢i da je funkcija (z,y) — u(z,y) diferencijabilna u tacki
(20,y0). Diferencijabilnost funkcije v se dokazuje na isti nacin, posto se f'(zo)
izrazi kao g—; + i%.

Uz dodatnu pretpostavku da su u i v diferencijabilne funkcije, C-R uslovi su i
dovoljni za diferencijabilnost funkcije z — f(z). To tvrdi sledeé¢a teorema.

Teorema 4.5 Kompleksna funkcija z — f(z) = u(z,y) + iv(x,y) diferencijabilna
Jje u tacki zog = xo+1iyo ako i samo ako su funkcije u i v diferencijabilne (kao funkcije
dve promenljive) u tacki (xg,yo) i ako u toj tacki vaze C-R uslovi (12).
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Dokaz. Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki zg = x¢ + iyo, prema teo-
remama 4.3 i 4.4, vaze C-R uslovi i funkcije u i v su diferencijabilne. Obrnuto,
neka su funkcije u i v diferencijabilne u tacki (xg,yo) 1 neka vaze C-R uslovi. Zbog
diferencijabilnosti funkcija u i v, kad z = x + iy — z9 = ¢ + iyo imamo da je

ou Ju
Au(ao,yo) = u(r ) — ulro,yo) = 5 Ar+ 5 Ay +o (VAP + (By))
ov Ov 5 5
Av(zo,yo) = v(zo+Az, yo+Ay)—v(z0, Yo) = %A$+@Ay+0( (Az)? + (Ay) >

gde su svi parcijalni izvodi u tacki (2o, yo) 1 Az = x — xo, Ay = y — yo. Odavde je

A f(z0) = Au(xo, yo) + iAv(x0, yo)

Ju Ju v v
= Zar+ Day+i(Ear+ oA (Va7 + @) .
B x+ay y+z<ax x+ay y>+o (Az)? 4 (Ay)
Ako iskoristimo uslove (12) i zamenimo g—; sa —%, odnosno g—; sa %, dobijamo

da je
Af(z) = (gzﬂg;) (Ax+iAy)+o( (Ax)2+(Ay)2) .

Stavimo sada da je Az = z — zg = Az + iAy. Deljenjem poslednje jednakosti sa
Az nalazimo da je

Af(z) Ou +i v o(|]Az])

Az oz oz Az

odakle je
. Af(z0)  Ou(xo,y0) | . O0v(wo,y0)
Alggo Az Ox + oz '

Prema tome, funkcija f ima izvod u tacki zo. O

Primer 82. Neka je f(2) = (z +y) +i(x — y). Funkcije u(z,y) =z +yiv(z,y) =
2 — y su diferencijabilne u svakoj tacki iz R?. Medutim, kako je g—g =1, %Z =-1
ni u jednoj tacki ne vaze C-R uslovi, pa zaklju¢ujemo da funkcija f nema izvod ni
u jednoj tacki kompleksne ravni. Zaista, kako je

f(z+Az) — f(2)
Az

7

= (14+)Az+ (1 —i)AyAzx +iAy,

grani¢na vrednost ovog koliénika kad Az — 0 i Ay = 0 jednaka je 1 + 4, dok je u
slucaju kada je Az = 0 jednaka 1 — 1.

Primer 83. Neka je u(z,y) = x. Potrazimo diferencijabilnu kompleksnu funkciju
f zakoju je Re f(z) = u(x,y). Ako je Im f(z) = v(x,y) tada, prema uslovima (12)
vazi da je

Jdv  Ou v v

By ox " B oy
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Iz uslova g—z =1 dobijamo (integracijom) da je

v(z,y) =y +¥(x),

gde je ¥ proizvoljna funkcija samo od = (koja ima ulogu integracione konstante).

Sada iz drugog uslova, % = 0, nalazimo da je

0 .
W P@)=¢@)=0, tj. ¢@)=CeR.
Odavde je v(z,y) =y + C,paje f(z) =z +i(y+C) = z+1iC, za C € R.
Prema tome, jedina diferencijabilna funkcija f ¢iji je realni deo = je funkcija
z—z+1iC. 0O

Na isti na¢in kao u primeru 83, moze se pokazati da je i u opStem slucaju
diferencijabilna funkcija f odredena (sa tacnoséu do konstante) ako je poznat ili
samo njen realni deo ili samo njen imaginarni deo. Ovo je interesantna i korisna
osobina kompleksnih funkcija.

Navodimo sada nekoliko ekvivalentnih oblika C-R uslova, za razliCite reprezen-
tacije funkcije f. Dokazi ovih tvrdenja se izvode slicno dokazu teoreme 4.3, i stoga
ih izostavljamo.

Ekvivalentni oblici Cauchy-Riemannovih uslova.

e Ako se z predstavi u trigonometrijskom obliku, z = re’, onda je f(z) =
u(r, 0) +iv(r,0), a C-R uslovi glase:
du  Ov v ou

(18) TE:%7 TE:_% .

e Ako se f predstavi u trigonometrijskom obliku, kao f(z) = R(x,y)e!?®v),
C-R uslovi glase:
(19) OR _ 09 OR _ R6<P

dx oy’ dy  ox

e Ako se f predstavi u obliku f(z) = R(r,0)e'?("9) gde je r = |2],0 = Arg 2,
C-R uslovi su:

20) OR _RO» OR _  0¢

EAL G -y s

or T 00" 09 "or

e Koristedi se vezom © = (2+2)/2,y = (2—Z2) /21, funkcija f se moze predstaviti
i kao f(z) = u(z,2z) + iv(z,2) = g(2,2). U ovom slucaju, C-R uslovi su
ekvivalentni sa

(21) 0g(z, %)

0z 0

Primer 84. Neka je f(z) =Re z = 2'2"2. Kako je % =1/2, ova funkcija nije nigde
diferencijabilna. Za funkciju f(z) = |2|?> = 2z imamo da je % = z, tako da ova
funkcija ima izvod samo u tacki z = 0. Uporediti sa primerima 79 i 80, na strani

155. O
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U kompleksnoj analizi se za funkciju koja je diferencijabilna kaze da je analiticka,
regularna ili holomorfna. Ne postoji opsta saglasnost oko ovih termina i njihovog
preciznog znacenja. U daljem tekstu ¢emo se pridrzavati slede¢e konvencije.

Definicija 4.6 Funkcija f je regularna u tacki zy ako je diferencijabilna u toj
tacki i nekoj njenoj okolini.

Funkcija z — f(z) je regularna u tacki co ako je funkcija u — f(1/u) regularna
u tackit = 0.

Funkcija je regularna u otvorenoj oblasti D C C ako je regularna u svakoj tacki
te oblasti, ili, Sto je isto, ako ima izvod u svakoj tacki oblasti. Ako oblast D nije
otvorena, onda kazemo da je funkcija regularna u oblasti D ako je regularna u
nekoj otvorenoj oblasti D1 D D.

Za funkciju f kazemo da je analiticka u nekoj oblasti D ako ima izvod u svakoj
tacki te oblasti, sa eventualnim izuzetkom kona¢no mnogo tacaka. Ove tacke se
zovu singulariteti analiticke funkcije. Tacke u kojima je funkcija regularna zovu
se regularne tacke.

Primer 85. 1° Funkcija z — e? je regularna u svakoj tacki kompleksne ravni, kao
i funkcija z — 2", gde je n prirodan broj.

2° Funkcija z +— logz regularna je u svakoj tacki kompleksne ravni osim u
nuli i na negativnom delu z-ose. Na primer, za tacke zg = —x = xe'™ (x > 0) i
2z =2/ (0 < § < 27) imamo da je Inzg = Inz + im, Inz = Inz + (6 — ),
tako da je |Inz — In zo| = 27 — 0. S druge strane, |z — 29| = x[e?® — 1|. Dakle, kad
f# — 0 imamo da z — zg, dok Inz /4 In zp, pa funkcija In z nije neprekidna u tacki
zp na negativnom delu z-ose, tako da u toj tacki nije ni diferencijabilna. U svakoj
otvorenoj oblasti koja ne sadrzi nulu ili tacke negativnog dela x-ose, ova funkcija
je regularna.

Zadaci
61. Nadi analiticku funkciju &ji je realni deo dat sa
u(z,y) =22 —y? — .

62. Izvesti C-R uslove u obliku (18).

Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata z = r cos 6, y = rsin 6, jednakost g—; =
postaje

v
oy
ou Or auaaiggg@

ordz 900x  oroyob oy

Kako je r = /22 + y2, a @ = arctg (y/x)+C?, nalazenjem parcijalnih izvoda i sredivanjem
dobijamo:

ou 10w ov  10u\ .
(22) (5 — ;%) cosf = (5 ;%) sin 6.

1Konstanta C zavisi od kvadranta i ovde nam nije bitna njena vrednost.
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Na slican nagin se, iz jednakosti % = —g—: dobija da je
ou 10v\ . , Oov 10u
23) (5~ van) om0 =5 + 55 con

Mnozenjem (22) sa cosf i (23) sa sin @, i sabiranjem, dobijamo da je

o tov_,
or roo

Dalje, mnozenjem (22) sa sinf i (23) sa — cos 6 i sabiranjem, dobijamo da je
1o
or  rof

63. Neka je f(z) = eV 2 £01 f£(0) = 0. Ispitati regularnost ove funkcije.

Resenje. Kako je |z| = 2z, zaklju¢ujemo da definicija funkcije zavisi od Zz, tako da
data funkcija nije diferencijabilna ni u jednoj tacki z # 0. U tacki z = 0 postoji izvod
f'(0) = 0, sto se dokazuje nalazenjem izvoda po definiciji. Medutim, kako u okolini nule
ne postoji izvod, funkcija nije regularna ni u jednoj tacki kompleksne ravni.

4.3 Kompleksna integracija

4.3.1 Definicija kompleksnog integrala

Akojet — g(t) = u(t)+iv(t) kompleksna funkcija realnog argumenta ¢, RIEMANNov
integral ove funkcije duz segmenta [a, b] definiSe se pomocu integrala realnog i ima-

ginarnog dela:
B B B
/ g(t)dt = / u(t) dt + 2/ v(t) dt .

Primer 86. Neka je f(t) = e'’. Tada je

2r 2m 2 2m
/ e’tdt:/ (cost—i—isint)dt:/ costdt—i—i/ sintdt =0. O
0 0 0 0

Dakle, integral kompleksne funkcije realnog argumenta se svodi na dva RIEMANNova
integrala. Vide¢emo sada da se integral kompleksne funkcije kompleksnog argu-
menta svodi na dva krivolinijska integrala.

Neka je u kompleksnoj ravni data glatka kriva L u parametarskom obliku z =
z(t),t € [, f], tj. jednacinama

z=uz(t),y=ylt), a<t<p.

Za kompleksnu funkciju f, neprekidnu na krivoj L, definiSemo

B
(24) | 1@ [ ez ar
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U razvijenom obliku, imamo da je (uz oznake u = u(z,y) = Re f(z) i v =
v(z,y) =Im f(2)):

B B

(25)/Lf(z) dz/j(u+iv)(9b+iy) dt:/ (ug'vay)dt+i/ (v + ug) dt

87 07

- / w(z,y) dz — v(z,y) dy +i / o(e,y) dz +u(z,y) dy
L L

Prema tome, kompleksni integral se svodi na dva krivolinijska integrala.
Ako se integrali po zatvorenoj konturi C, upotrebljava se oznaka fo'

Primer 87. Neka je

d
I:f i gdeje C={z]||z—al=r}.
CZ—CL

Parametarska jedna¢ina kruga C je z = a + €', 0 < t < 27, pa je 2 = ie', odakle

Je
27 - gt 27
1:/ a dt:i/ dt = 2mi.
ezt
0 0

Kao sto vidimo, vrednost integrala ne zavisi od r. Ovo nije slu¢ajno; nesto kasnije
¢emo pokazati da vrednost integrala u ovom i slicnim slu¢ajevima ne zavisi ni od
krive po kojoj integralimo. O

Ako je kriva L zadata sa z = z(t), a <t < 8, definiSemo

B
/L F(2)] dz| = / )2 dt.

Primer 88. Ako je z = z(t),y = y(t) jednacina krive L, orijentisane u smeru u

kome t raste, onda je
/ | dz| :/ VET P,
L L

a ovo je duzina luka krive L. Na primer, ako je L kruznica |z — a| = r, odnosno
z=a+re', onda je |2| = |iret| = r, pa je

2
]{|dz|:/ rdt =2rx. O
c 0

Kompleksni integral, kao i svi integrali ima osobinu linearnosti i osobinu adi-
tivnosti. Od ostalih osobina navodimo jednu nejednakost, koja se dobija primenom
nejednakosti trougla u (25):

(26) } JECLE

S/L\f(2)|~|d2|-
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4.3.2 Osnovne teoreme integralnog racuna

U ovom i sledeé¢im odeljcima oblast, ukoliko se drugacije ne precizira, isto kao
u delu o funkcijama viSe promenljivih, znaci zatvorenu oblast, zajedno sa svojom
granicom koju ¢ine deo po deo glatke krive.

Pretpostavimo da kontura C' zatvara neku oblast D, pri ¢emu je funkcija f regu-
larna u oblasti D i da je f’(z) neprekidna funkcija na D. Pod ovim pretpostavkama,
funkcije w i v, kao i njihovi parcijalni izvodi su neprekidne funkcije, pa primenom
GREEN-RIEMANNove formule dobijamo:

1= [ (uwp) do = vl )+ f (0l0.0) do+ o)

c

ov  Ou . ou Ov
_//D<_8:Jc_5y> dxdy+z//D<ax—ay> dz dy =0,

jer su oba dvojna integrala jednaka nuli zbor C-R uslova. U navedenom izvodenju
bilo nam je potrebno da pretpostavimo da je f’(z) neprekidna funkcija, jer smo
koristili GREEN-RIEMANNovu formulu. Moze se pokazati da je dobijeni rezultat vazi
i bez pretpostavke o neprekidnosti funkcije f’, ali je onda dokaz komplikovaniji'.

Teorema 4.6 Cauchy-Goursatova teorema za jednostruko povezanu
oblast. Neka je funkcija f regularna u jednostruko povezanoj oblasti D, koja
je ogranicena deo po deo glatkom konturom C'. Tada je

-7{Cf(z) dz = 0.

Iz teoreme 4.6, na isti nac¢in kao kod krivolinijskih integrala, izlazi da se za
funkciju f koja je regularna u nekoj oblasti D moze definisati

/ £(5) ds,

jer ovaj integral ne zavisi od puta integracije, ve¢ samo od pocetne i krajnje tacke.
Ako se fiksira tacka zg, dobija se funkcija promenljive z, za koju se moze pokazati
da je regularna u oblasti D i da je njen izvod jednak funkciji f. Ova funkcija se
zove primitivna funkcija.

Teorema 4.7 Ako je funkcija f regularna u jednostruko povezanoj oblasti D, onda
je funkcija

F(z) = / f(s)ds, z0 € D,

1U stvari, kasnije ¢e se pokazati da je funkcija f’ uvek diferencijabilna, dakle i neprekidna, ali
je dokaz te ¢injenice zasnovan upravo na rezultatu koji sada dokazujemo. Stoga bi pozivanje na
neprekidnost funkcije f’ u ovom trenutku znacilo tzv. circulus vitiosis.
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regularna u oblasti D 1 F'(z) = f(z) za svako z € D. Za svake dve tacke z1,z9 € D
vazi da je

/ F(2)dz = F(z5) — F(z1).

Dokaz ove teoreme je veoma slican dokazu odgovarajuceg rezultata za krivolin-
ijske integrale u ravni, pa ga izostavljamo.

Za visestruko povezanu oblast, primenom odgovarajuce verzije GREEN-RIEMANNove
formule dobija se sledeéi rezultat.

Teorema 4.8 Cauchy-Goursatova teorema za viSestruko povezanu
oblast. Neka je funkcija f regularna u visestruko povezanoj oblasti D, koja
je ogranicena deo po deo glatkim konturama C,Cy,Cs,...,C,, gde je C' spoljna
kontura. Tada je

fc fedz=3f s

pri ¢emu su sve konture orijentisane u pozitivnom smeru.

Sledeci rezultat odnosi se na ¢Cinjenicu da je regularna funkcija u nekoj oblasti
potpuno odredena svojim vrednostima na granici te oblasti. Ovo je veoma vazna
osobina regularnih funkcija.

Teorema 4.9 Osnovna integralna formula. Neka je f regularna funkcija u
jednostruko povezanoj oblasti D ogranicenoj deo po deo glatkom zatvorenom

konturom C. Tada za svaku tacku a €D vazi

(27) fla)= — § 13 4,

oM Joz—a

Dokaz. Definis§imo funkciju

(z#a),  gla)=f'(a).

Iz definicije izvoda sleduje da je funkcija g neprekidna u tacki a, a kako je f regu-
larna funkcija, g je neprekidna i u svim ostalim tackama zatvorene oblasti D. Stoga
postoji konacan max.cp |g(z)] = M.

Kako a EB, za dovoljno malo r > 0, oblast D sadrziidisk D, = {z | |z—a| < r}.
Neka je G oblast koja se dobija kada se iz D odstrani D,.. Oblast G je dvostruko
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povezana, a njenu granicu ¢ini kontura C' i kruznica v, = {2z | |z — a| = r}. Prema

teoremi 4.8 imamo da je
j{ g(z) dz :% g(z)dz
c Yr

g(z)dz:jizf(_zldz—f(a)%y d”‘:ﬁ S 4~ ta) - 2mi,

zZ—a zZ—a
r r

i dalje,

(28) f

gde je primenjen rezultat iz primera 87. Kako je |g(z)| < M, iz nejednakosti (26)

dobijamo
?4 g(z) dz % g(z) dz
C Ir

S obzirom da r moze biti proizvoljno malo, a §,, g(z) dz ne zavisi od r, zakljuéujemo
da je

T

SMf dz| = M - 2.
Yr

j{ g(z)dz =0, atimei j{ g(z)dz =0 za svako r > 0.
c

T

Sada iz (28) dobijamo da je

f(a):ij{ /(z) dz—L ﬁdz,

z—a 2 Joz—a

T

pri ¢emu je u drugoj jednakosti koriséena regularnost funkcije z — f(z2)/(z — a) u
oblasti G. Ovim je dokaz zavrsen. O

Varijanta teoreme 4.9 za viSestruko povezanu oblast glasi:

Teorema 4.10 Neka je f regularna funkcija u visetruko povezanoj oblasti D
ogranicenoj spoljasnjom konturom C' i unutrasnjim konturama C1,...C, (sve

konture su deo po deo glatke). Tada za svaku tacku a € 19) vazi

(29) f(a)—i Mdz—z ! fG) 4
i=1

2mi Jo z—a 21 Jo, 2 —a

Dokaz. Neka je v dovoljno mala zatvorena kontura takva da je oblast ograni-
¢ena konturom ~ podskup oblasti D i sadrzi tacku a. Tada je

fay= = ¢ 1&g,

21 yZ—a
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dok je, na osnovu CAUCHY-GOURSATove za viSestruko povezane oblasti,

1 E: 1 [
271 z—a 211 iz—a 2 J, z—a
1
= d
Z 2wt Jo, 2 — +fla),
odakle se dobija trazeno tvrdenje. O
Formalnim diferenciranjem po a leve i desne strane u (27) dobija se
1 f(z)
!
=— ¢ ——=d
fa) 27ri7§C(z—a) =
Daljim formalnim diferenciranjem n puta dobijamo
! f(z)
30 (M) (q) = ]{ _J\ 4.
(30) fa) 27i Jo (z — a)ntl ?

Moze se pokazati da je diferenciranje pod znakom integrala dozvoljeno, ali dokaz
te ¢injenice izostavljamo. Dakle, imamo sledeé¢i vazan rezultat:

Teorema 4.11 Neka je f regularna funkcija u oblasti D, ogranic¢enoj deo po deo
glatkom konturom C'. Tada funkcija f ima izvode proizvoljnog reda u svakoj tacki

a €G i vazi jednakost (30).

Kao sto vidimo, regularnost je u kompleksnom domenu veoma jaka osobina, koja
implicira mnogo vise od obi¢ne diferencijabilnosti u realnom domenu. U slede¢im
odeljcima ¢emo se upoznati sa jo§ nekim neocekivanim posledicama regularnosti.

4.3.3 Cauchyjeva nejednakost, cele funkcije i osnovni stav
algebre
U ovom odeljku ¢emo dokazati tri vazne teoreme koje se odnose na regularne

funkcije.

Cauchyjeva nejednakost

Teorema 4.12 Cauchyjeva nejednakost. Neka je funkcija f regularna u
zatvorenom disku ograni¢enom kruznicom C = {z | |z —a| = r}. Neka je
M = max,cc |f(2)]. Tada je

Mn!
(31) |ﬂmmng7f, n=01,2,...
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Dokaz. Polazeéi od izraza za n-ti izvod funkcije f (teorema 4.11), nalazimo da

|
]{f(z)ldz‘gn']{Mldz
o (z—a)"t 27 Jo |z — a|?t

2

je
|
M) (q) = =
@) = -
n!
:% 0 Tn+1’r
Mn!
= {r.n 5

dt (smena z = a + re't)

$to je i trebalo dokazati. O

Primedba. Za n = 0, iz prethodne teoreme se dobija da je |f(a)] < M,
tj. da vrednost funkcije u tacki @ po modulu ne moze biti veéa od maksimalne
vrednosti modula na bilo kakvoj kruznici opisanoj oko te tacke. Ovaj rezultat je
slabija verzija tzv. principa maksimuma modula koji tvrdi da se maksimum
modula regularne funkcije u nekoj oblasti dostize na granici te oblasti. Dakle, ako
je Mo = max|,_. <, |f(2)|, onda je My = M. U vezi sa tim, primetimo da M i My
postoje jer je f neprekidna funkcija u kompaktnoj oblasti (disku |z — a| < 7).

Cele funkcije

Kompleksna funkcija koja je definisana i regularna u celoj kompleksnoj ravni C
zove se cela funkcija. Na primer, funkcije e*, sinz, cosz, 2" (n € N) su cele.
Funkcije log z, arctg z ili (z — a)™" nisu cele.

Teorema 4.13 Liouvilleova teorema. Ako je cela funkcija f ograni¢ena u
celoj kompleksnoj ravni, onda je f(z) = ¢, za neko ¢ € C.

Dokaz. Neka je f cela funkcija i neka je |f(z)| < M za neko M > 0 i za svako
z € C. Uslovi teoreme 4.12 ispunjeni su za svako a € Cir > 0, pa je

M
If/(a)] < - za svako a € C.

Pustajuéi da r — +o0o, dobija se da je |f'(a)] = 0 za svako a € R, odakle je
f(a) = const. = czanekoce C. O

Sledec¢i rezultat je direktna posledica LIOUVILLEove teoreme.

Teorema 4.14 Ako je f cela funkcija i ako je lim f(z) = ¢, za neko ¢ € C, onda
Z—r00

je f(z) = ¢ za svako z € C.

Dokaz. Iz postojanja grani¢ne vrednosti funkcije f kad z — oo zaklju¢ujemo
da je f ogranicena funkcija u nekoj okolini beskona¢nosti, dakle postoji My i r tako
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da je |f(2)] < My za |z| > r. Kako je f cela funkcija, onda je i neprekidna na C,
pa je u zatvorenom disku |z — a| < r ogranicena, tj. |f(2)] < M; za |z —a| < 7.
Prema tome, za svako z € C imamo da je |f(z)| < max{My, M1}, odnosno, f je
ogranic¢ena funkcija, pa je prema LIOUVILLEovoj teoremi jednaka konstanti, a zbog
pretpostavke o grani¢noj vrednosti, ta konstanta je c.

Osnovni stav algebre

Teorema 4.15 Osnovni stav algebre. Svaki polinom
P(z) =apz" + a1z" P4 an_1z + ap, (a0 #0, n>1)

ima bar jedan koren.

Dokaz. Ako je a, = 0, tada je P(0) = 0, pa polinom zaista ima jedan koren.
Ako je a, # 01 ako P nema ni jedan koren, tada je 1/P cela funkcija. Kako je
ap # 0, imamo da je lim P(z) = oo, tj. lim 1/P(z) = 0. Prema teoremi 4.14,

Z—00 zZ— 00
funkcija z — 1/P(z) je identicki jednaka nuli, §to je nemoguée. Dakle, P mora
imati bar jedan koren.

Primedba. Kao Sto je poznato iz Algebre, Teorema 4.15 je ekvivalentna sa
tvrdenjem da svaki polinom stepena n nad poljem kompleksnih brojeva ima ta¢no
n korena. Navedeni dokaz je najkrac¢i poznati dokaz osnovnog stava algebre.

4.4 Razvoji analitickih funkcija u redove

4.4.1 Kompleksni funkcionalni redovi

Za kompleksne funkcionalne redove

+oo
(32) > fal2),
n=0

gde su f, (n =0,1,...) kompleksne funkcije kompleksne promenljive, vazi istovetna
teorija kao i za realne redove. Ovde dajemo kratak pregled osnovnih pojmova i
teorema.

Kazemo da red (32) uniformno konvergira u nekoj oblasti D C C ako se za svako
€ > 0 moze naci neki prirodan broj N takav da je ostatak posle n-tog ¢lana reda
(32) po modulu manji od € u svim tackama z € D, za svako n > N. Uniformna
konvergencija je od znacaja u aproksimaciji funkcije

Sledec¢a teorema se dokazuje primenom sli¢nih ideja kao u realnom domenu;
stoga izostavljamo njen dokaz.
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Teorema 4.16 Neka je red (32) konvergentan u svakoj tacki z skupa D i neka je
F(z) njegova suma.

e Neka je za svako z € D, |fn(2)| < cn, gde su ¢, nenegativni realni brojevi
takvi da je red Y ¢, konvergentan. Tada je red (32) uniformno konvergentan
na skupu D (WEIERSTRASSov kriterijum).

e Ako su f, regularne funkcije na D i ako red (32) uniformno konvergira na D,
onda je i funkcija F (njegova suma) regularna na D.

e Ako je red (32) uniformno konvergentan na skupu D i ako je funkcija z — g(z)
ogranicena na D, tada je i red

“+o0
S 9(2)ful2)

uniformno konvergentan na D.

e Ako je red (32) uniformno konvergentan na krivoj L, moze se integraliti ¢lan

po ¢lan:
+o00o
/Lf(z) dz = ;/Lfn(z) dz .

Stepeni redovi, tj. redovi oblika

“+o0
(33) Z cn(z—a)”, cn €C
n=0

imaju posebnu ulogu u Kompleksnoj analizi. Dajemo kratak pregled njihovih oso-
bina.

Teorema 4.17 Posmatrajmo stepeni red (33) za neko a € C.
e Ako stepeni red konvergira u nekoj tacki zy, onda on apsolutno konvergira u
svakoj tacki z takvoj da je |z — a| < |zo — a.

e Ako stepeni red divergira u nekoj tacki zg, onda on divergira u svakoj tacki
z takvoj da je |z — a| > |20 — al.

e Iz prethodne dve osobine izlazi da se moze definisati polupreénik konver-
gencije stepenog reda (33) kao poluprecnik najveéeg kruga unutar koga red
konvergira, tj.

R=sup{r e R| > an(z —a)™ konvergira za |z — a| < r }.

e Poluprecnik konvergencije reda (33) nalazi se po formuli

(34) J

CIim an|
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e Unutar diska |z —a| < R red konvergira apsolutno; na svakom disku |z — a| <
r (r < R) red konvergira uniformno; u oblasti |z — a| > R red divergira.
Na kruznici |z — a| = R red moze divergirati ili konvergirati (uslovno ili
apsolutno), zavisno od slucaja.

e Zbir stepenog reda je regularna funkcija u oblasti |z — a| < R.

e Stepeni red se moze integraliti ¢lan po ¢lan po svakoj krivoj koja pripada
nekoj zatvorenoj oblasti |z —a| < r (r < R).

Primer 89. Posmatrajmo geometrijsku progresiju sa kolicnikom ¢ € R. Primenom
formule (34) nalazimo da je R =1, pa je

"= , <1
> q = M

Na granici oblasti konvergencije imamo da je |g| = 1, odnosno da je ¢ = €%, gde
je 6 € [0,27). Detaljnijom analizom pokazuje se da red nije konvergentan ni za
jedno 6, pa je posmatrani stepeni red (apsolutno) konvergentan u oblasti |g| < 1
i divergentan za sve ostale ¢ € C. Dalje, posmatrani stepeni red je uniformno
konvergentan u svakoj oblasti oblika |¢| < r, gde je r < 1, ali nije uniformno
konvergentan u oblasti |¢| < 1. O

Sledeca teorema daje opsti oblik razvoja analiticke funkcije u red. Neka jea € C
data tacka (singularitet ili regularna tacka za funkciju f). Sa centrom u toj tacki
mozemo opisati kruznice na kojima se nalaze singulariteti funkcije f; na taj nacin
smo podelili ravan na kruzne prstenove r; < |z —a| < r;41 (1 = 1,2,...) unutar
kojih je funkcija f regularna, s tim Sto na obema granicama prstena ima po jedan
ili vise singulariteta. Prvi prsten ima unutrasnji polupre¢nik r; = 0, a poslednji
(ukoliko ih je kona¢no mnogo) ima beskona¢an spoljasnji polupreénik. Prema tome,
mozemo posmatrati funkciju f koja je regularna u prstenu r < |z — a| < R, gde je
0 <7 < R < +4o00. Ovo je standardna postavka za primenu razvoja koji ¢emo sada
izvesti.

Teorema 4.18 Laurentov red. Neka je f regularna funkcija u kruznom prstenu
G={2e€C|r<|z—a| <R}, gdejeac C,0<7r<R<+400. Tada za svako
z € G vaZi razvoj

+oo +oco +o0

(35) fO=Y ot eat—at= 3 ak-a
n=1 n=0 n=-—oo

gde je

(36) ! 1) 45 n—o0.+142,.

" o r (s —a)rtl

za proizvoljnu konturu I' koja pripada oblasti G.
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Dokaz. Neka je zy proizvoljna, ali fiksirana tacka u

oblasti G (videti sliku 55). Neka su v, i C; krugovi

sa centrom u a i polupreénikom r1, odnosno R; (0 <

r1, Ry < +00), takvi da se tacka zp nalazi unutar

prstena ogranicenog krugovima ; i C. Slika 55.
Primenom osnovne integralne formule! za viestruko povezanu oblast {z € C | r; <
|z —a| < Ry} (teorema 4.10) dobija se da je

(37) Floo) = = f L) 4 1 ]{ Sfﬂds

21 Jo, $— 20 211 — 20

Sada ¢emo podintegralne funkcije u integralima u (37) razviti u red, koristedi se
¢injenicom (kao u primeru 89) da je

1 =
T = n7 < 17
T ;q gl

pri éemu ovaj red uniformno konvergira u svakoj oblasti || < rg.
Za s na kruznici C7 imamo da je

fls) _ f(s) _f(s) 1 ()
(38)8—20 s—a—(2—a) _s—a‘l—% _g(s—a)nﬁ-l

(z0 —a)™.

Kako je |g| = |20 — al/|s —a| = |20 —a|/R1 = ro < 1l zas € Cy, a s — f(s) je
ograni¢ena funkcija na Cy (jer je neprekidna), red u (38) je uniformno konvergentan
na C4, pa se moze integraliti ¢lan po ¢lan:

1 fs) 1 £(s) ds n
2mi 8= 20 ds;m<ﬁl (s—a)n+1>(20a) :

Zbog regularnosti funkcije s — f(s)/(s —a)"*! u prstenu r < |s — a| < R, kontura
C1 moze se zameniti proizvoljnom konturom I" koja pripada ovom prstenu. Na taj
nacin dobijamo da je

ER A O

39
(39) 21t Jo, $— 20

+oo
Z Cn(ZO - a’)nv gde je
n=0
_ 1 f(s)ds
" omi Jp (s —a)n ]

Drugi integral u (37) razvija se u red primenom iste ideje na kruznici ~;:

n=0,12,...

fs) _ f(s) L N SRR e S 1 C P
fs_zoi(zo—a)—(s—a)izo—a 1_280—:2 7;(,20_@)”4-1( )",

1S obzirom da funkcija f moze imati singularitet na krugu |z —a| = r ili na |z — a| = R, kruzne
konture 1 i C1 su potrebne da bi se obezbedila regularnost funkcije u zatvorenoj oblasti. Osim
toga, ove konture su potrebne i u slucajevima kada je r = 0 ili R = 4o0.
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pri ¢emu poslednji red uniformno konvergira po s na 71, jer je |29 — al/|s — a| =
|z0 — a|/r1 < 1. Integracijom ¢lan po ¢lan dobija se

il g =:§°IO (5 f FOIs—aras)

7

Kako je funkcija s — f(s)(s — a)™ regularna u oblasti » < |s — a| < R, integral
po 71 moze se zameniti integralom po proizvoljnoj konturi I' u navedenoj oblasti;
stoga je

IR ORI -
(40) 2mi %n s — 2 ds = Z (20 — a)ntl’ = o 7{ 1(s

n=0

Kona¢no, (40) se moze formalno napisati u istom obliku kao (39), ako se uvede
smenan+1=-m,m=-1,-2...

—1

1 f(s) .
41 o _ _ m
(41) Gl A—— ds = ngi em(zo —a)™, gde je

cm:ifﬂds, m=-1,-2,...
2mi Jp (s —a)m™tl

z (39) i (41) dobija se formula (35), koju je i trebalo dokazati. 0O

Kao sto se vidi iz formule (35), LAURENTov razvoj je u stvari zbir dva reda. Red
koji sadrzi negativne stepene zove se glavni deo, a red sa nenegativnim stepenima
je pravilni deo LAURENTovog razvoja. Pravilni deo ima isti oblik kao TAYLORov
razvoj; sledeca teorema daje uslove pod kojima se dobija upravo TAYLORoV razvoj.

Teorema 4.19 Taylorov red. Ako je funkcija f regularna u oblasti |z — a| < R,
vazi razvoj

(n)
(42) Zf —a)", |z—a| <R

Dokaz. Ako je funkcija f regularna u oblasti |z — a| < R, moZe se primeniti
LAURENToOV razvoj iz teoreme 4.18, sa r = 0:

+oo

f(Z)ZZ(Z_a +chz—a

n=1
gde je
1
—j{f(s)(s—a)"_lds:(), n=12,...
™ Jr

jer je podintegralna funkcija regularna u oblasti ograni¢enoj konturom I'. Dalje je,
prema teoremi 4.11,

RO (R 10
Cp = 7€ d

= =0,1,2,...
2mi Jp (s —a)ntl a0 TR
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Ovim je teorema dokazana za svako z # a u oblasti 0 < |z —a| < R. U tacki z = a,
jednakost (42) je trivijalno tacna, jer se svodi na f(a) = f(a).

Primedba. 1° Na osnovu dokazanog, zaklju¢ujemo da se, ako je funkcija regu-
larna u tacki a, njen LAURENTov razvoj svodi na TAYLORov, odnosno, LAURENTOV
razvoj ima samo pravilni deo. Ako f nije regularna u tacki a, koeficijenti pravilnog
dela se izrazavaju pomocu integrala, kao u teoremi 4.18, ali ne preko izvoda (jer
izvodi ne postoje), pa se pravilni deo ne svodi na TAYLORoV razvoj.

2° U realnom domenu se moze konstruisati funkcija f ¢iji TAYLORov red kon-
vergira, ali ne ka f. U kompleksnom domenu ovakva mogué¢nost ne postoji, kao
§to se vidi iz dokaza prethodnih teorema. U stvari, u kompleksnom domenu svaka
regularna funkcija je odredena svojim izvodima u jednoj tacki iz oblasti svoje re-
gularnosti. Ovo tvrdi sledeca teorema.

Teorema 4.20 Neka je funkcija f regularna u nekom disku G = {z | |z — a| < R}
ineka je f(")(a) = 0 za svakon = 0, 1,... Tada je funkcija f identicki jednaka nuli
na G.

Dokaz. Prema teoremi 4.19, u oblasti G vazi TAYLORov razvoj (42). Kako su
svi koeficijenti uz (z —a)™ u ovom razvoju jednaki nuli, zaklju¢ujemo da je f(z) =0
za svako z € G.

Primer 90. S obzirom da se koeficijenti TAYLORovog reda nalaze pomoc¢u izvoda
u tacki a, TAYLORovi razvoji svih elementarnih funkcija u kompleksnom domenu
imaju isti oblik kao odgovarajuéi razvoji u realnom domenu. Na primer,

+oo 400 n
z 2 : z 2 : n—1~% .
e = H, ll'l(l + Z) = (—1) 1;7 ltd O
n=0 n=0

LAURENTovi i TAYLORoOVI razvoji se retko nalaze izracunavanjem koeficijenata
pomocu integrala, jer je to u principu komplikovano. Standardna tehnika je ko-
ris¢enje razvoja osnovnih elementarnih funkcija i razne smene promenljive, kao i
u realnom domenu. Od velikog znac¢aja u primeni je sledeca teorema, ¢iji dokaz
izostavljamo.

Teorema 4.21 Teorema o jedinstvenosti Laurentovog razvoja. Ako je funkcija
f regularna u diskur < |z —a| < R, gde je 0 < r < R < +00, i ako se u tom disku
moze razviti u konvergentan red

+oo

J&)= Y elz—a,

n=—oo

onda je ovaj red LAURENTov red date funkcije, odnosno, koeficijenti ¢, zadovolja-
vaju jednakost (36).
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Primer 91. Posmatrajmo funkciju

1 1 1

1(z) = (z—1)(2-2) T2 -1

i odredimo njene LAURENTove razvoje u odnosu na tacku a = 0. Data funkcija
je regularna u sledeé¢im prstenima sa centrom u koordinatnom pocetku: G; =
{z]|z] <1}, G2 ={2z]1< 2| <2} i Gs ={z]|2 < |2|}. Koristedi se razvojem

1 =
=>4 <1,
q k=0

nalazimo da je

e U oblasti G; (TAYLORoV razvoj):

UC 1—12/2) :—*Zn+Z Z( 2n+1>zn-

e U oblasti Gs:

1 1 = =
1) = T2(1-2/2) 2(1-1/z) _nz:% il n;) ontl’
e U oblasti G3:
+oo

1 1 2n—1
&)= i g a1~ o

n=0

4.4.2 Nule regularnih funkcija

Definicija 4.7 Neka je f regularna funkcija u tacki a i neka je f(a) = 0. KaZemo
da je a nula reda k funkcije f ako je

fla)=fa)=-=f"Da)=0, fP(a)#0.
Za nulu reda 1 kazemo da je prosta nula.

Ako funkcija f nije identicki jednaka nuli u nekoj okolini tacke a, onda (na
osnovu teoreme 4.20) red nule z = a mora biti konacan.

Teorema 4.22 Neka je f regularna funkcija u disku |z — a] < R i neka je a njena
nula reda k. Tada vaZi sledece:

1° U disku |z — a| < R funkcija f se moze predstaviti u obliku

f(2) = (= = a)fg(2),
gde je g regularna funkcija u disku |z — a| < R, za koju je g(a) # 0.
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2° Za red nule vazi relacija:

k= Zh_rg(z —a) J;/((ZZ))

3° Ako funkcija f nije identicki jednaka nuli, postoji 6 > 0 tako da u disku
|z — a|] < ¢ funkcija f nema drugih nula osim a.

Dokaz. 1° Ako je a nula reda k funkcije f, onda njen TAYLORov razvoj oko
tacke a glasi

®(a) 7+ (@) s
=T et gy e
*) (q (k+1) (¢
=(z— a)k (f k:!( ) + f(ki 1()') (z—a)+-- ) =(z— a)kg(z),

gde je g(z) regularna funkcija (jer je data kao suma stepenog reda) i g(a) # 0 (jer
je fM(a) £ 0).

2° Na osnovu 1° dobijamo

F'(2) = k(z = a)* g(2) + (= — a)*¢' (2),

odakle je
N R S R e N - N
=% = z—a)g(z) =kt(e-a) 5 2k ladzoa

3° Pretpostavimo suprotno, tj. da u svakoj okolini tacke a postoji bar jos jedna
nula funkcije f. To znaé¢i da postoji niz tacaka {z,}, z,, # a, takav da 2z, = a ida
je f(zn) = 0. S obzirom na reprezentaciju dokazanu u 1°, imamo da je ¢g(z,) = 0
za svako n (jer je svakako (2, —a)¥ # 0), pa iz neprekidnosti funkcije g izlazi da je
g(a) = 0, 8to je kontradikcija. Prema tome, mora postojati bar jedna okolina tacke
a u kojoj funkcija f nema drugih nula osim a.

Teorema 4.23 Neka su f i g regularne funkcije u oblasti |z — a| < R i neka je z,

proizvoljan niz tacaka takav da je lirf zn = a. Ako je f(zn) = g(zn) za svako
n—-—+oo

n=1,2,..., tada je f(z) = g(z) za svako z u disku |z — a| < R.

Dokaz. Ako su f i g regularne funkcije u disku |z — a| < R, onda je i njihova
razlika F(z) = f(z) — g(2) regularna u istom disku, i po pretpostavci je F(z,) =0
za svako n. Kako z, — a, zbog neprekidnosti je i F'(a) = 0. Dakle, u svakoj
okolini tacke a nalazi se bar jedna (u stvari beskona¢no mnogo) tacka z, takva da
je F(zn) = 0, 8to je, prema teoremi 4.22 mogudée samo ako je F identicki jednaka
nuli, odnosno ako je f(z) = g(z) za svako z iz posmatrane okoline |z — a| < R.

Primedba. Prema teoremi 4.23, regularna funkcija je odredena sa prebrojivo
mnogo svojih vrednosti. To znaci, na primer, da postoji samo jedna funkcija f koja
je regularna u oblasti |z| < 1 i za koju je f(1/n) = 1/n?; to je funkcija f(z) = 22!
Ova osobina nema paralelu u realnom domenu.
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4.4.3 Izolovani singulariteti

Ako funkcija f nema izvod u tacki a € C, a regularna je u otvorenoj oblasti
0 < |z —a| < ¢ za neko € > 0, tada kazemo da funkcija f ima u tacki a izolo-
vani singularitet. Drugim rec¢ima, a je izolovani singularitet ako je funkcija f
diferencijabilna u svim tackama neke e-okoline tacke a, osim u samoj tacki a.

Kazemo da funkcija f ima izolovani singularitet u tacki oo ako funkcija ¢ +—
f(1/t) ima izolovani singularitet u tacki 0.

Primer 92. 1° Funkcija 1/(z — i) ima izolovani singularitet u tacki ¢. Funkcija
e'/# ima izolovani singularitet u tacki 0.

2° Funkcija In z ima singularitet u tacki 0, ali on nije izolovan (videti primer
85). Funkcija #/z (u smislu glavne vrednosti) ima singularitet u nuli, ali ni on nije
izolovan (8to se dokazuje na osnovu veze izmedu ove funkcije i logaritma).

3° Funkcija z +— € je ima izolovani singularitet u beskona¢nosti, jer funkcija
t — e'/t ima izolovani singularitet u nuli. Funkcija z — 1 /2% nema singularitet u
beskonaénosti, jer je funkcija t — t3 regularna u nuli.

Teorema 4.24 Neka je funkcija f regularna u oblasti 0 < |z — a| < R za neko
R > 0. Tada je f diferencijabilna u tacki a ako i samo ako je neprekidna u toj
tacki.

Dokaz. Potrebno je dokazati samo da neprekidnost implicira diferencijabilnost,
jer obrnuta implikacija vazi za sve funkcije.

Pretpostavimo da je f neprekidna u tacki a i regularna u oblasti 0 < |z—a| < R.
U toj oblasti vazi LAURENTOV razvoj

+oo

f= 3 elz—a)

n=—oo

Dokaza¢emo da su koeficijenti u glavnom delu ovog razvoja jednaki nuli. Funkcija
f je, prema datim uslovima, neprekidna u svakom disku |z —a| < pza p < R. Iz
neprekidnosti izlazi da postoji M = max|,_,|<,, | f(2)], gde je po < R proizvoljan
fiksiran broj. Kako je

Cen 1 f(2)(z —a)" ! dz,

270 Jyz—al=p

imacemo da je, za p < po,

Mnfl 2
eoal < 20— [zl = 0t
0

2w
odakle se dobija, pustanjem da p — 0, da je c_, = 0, tj,

f(2)=co+eci(z—a)+ca(z—a)* +---
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Zbog neprekidnosti u tacki a imamo da je ¢g = f(a), odakle se dobija da postoji
1i_1>n (f(2) = f(a))/(z — a) = c¢1. Dakle, funkcija f je diferencijabilna u tacki a (i to

beskonac¢no diferencijabilna, prema teoremi 4.11). O

Na osnovu teoreme 4.24 zaklju¢ujemo da svaka funkcija koja ima izolovani sin-
gularitet u tacki @ mora u toj tacki imati prekid. Stoga izolovane singularitete
klasifikujemo prema vrsti prekida.

Neka je tacka a izolovani singularitet funkcije f. Tada kazemo da je tacka a:

e Otklonjiv singularitet ako postoji lim f(z) € C
zZ—ra
e Pol ako je lim f(z) = oo,
z—a

e Esencijalni singularitet ako grani¢na vrednost funkcije f kad z — a ne
postoji (ni konaéna ni beskonaéna).

Vide¢emo sada da ova klasifikacija implicira odredenu strukturu glavnog dela
LAURENTovOg razvoja.

Teorema 4.25 Neka je funkcija f regularna u oblasti G ={z € C|0< |z —a| <
R}, gde je je tacka a njen izolovani singularitet. Posmatrajmo LAURENToV razvoj
ove funkcije po stepenima (z — a) u oblasti G.

(i) Tacka a je otklonjiv singularitet ako i samo ako su svi koeficijenti u glavnom
delu LAURENTovog razvoja jednaki nuli.

(ii) Tacka a je pol ako i samo ako glavni deo LAURENTovog razvoja sadrzi bar
jedan, ali samo kona¢no mnogo ¢lanova razli¢itih od nule.

(iii) Tacka a je esencijalni singularitet ako i samo ako glavni deo LAURENTovog
razvoja sadrzi beskonacno mnogo ¢lanova razli¢itih od nule.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da su svi koeficijenti u glavnom delu LAURENTovog
razvoja u oblasti G jednaki nuli, tj. da je

f(z)=co+eci(z—a)+calz—a)* +---.

S obzirom na uniformnu konvergenciju ovog razvoja, imamo da je lim._,, f(z) = co,
odnosno da je tacka a otklonjiv singularitet. Obrnuto, ako je a otklonjiv singular-
itet, funkcija f je ograni¢ena u nekom disku oko tacke a, pa se isto kao u dokazu
teoreme 4.24, dobija da je c_, =0 za svakon =1,2,....
(i) Pretpostavimo sada da je
C_k Cc_1

(43) f(z):(z—iaﬁ+".+z—

a+co+cl(z—a)+62(z—a)2—|—-~-,

gde je k > 11ic_j #0. MnozZenjem obe strane jednakosti (43) sa (z —a)* nalazimo
daje lim(z —a)ff(2) = c_x # 0, paje f(2) ~ c_1/(z — a)* — oo kad z — a, §to
zZ—ra
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znadi da funkcija ima pol u tacki a. Obrnuto, ako je a pol, tj. ako je lim f(z) = oo,
z—a

postoji neko r € (0, R) tako da je |f(z)] > K > 0 (a time i f(z) # 0) u oblasti

U={z€C|0<|z—a| <r}, pri ¢emu je zbog r < R funkcija f regularna na U.

Posmatrajmo funkciju g definisanu sa

1
9(2) = 7= (2#4a),  gla)=0.
f(2)
Funkcija g je neprekidna u tacki a, jer f(z) — oo kad z — a, dok zbog f(z) # 0,
u svakoj tacki oblasti U postoji izvod ¢/ = —f//f?. Prema teoremi 4.24, g je

regularna u celom disku D = {z € C | |z — a| < r}. Dalje, tacka a je njena jedina
nula u tom disku. Ako je k (1 < k < 400) red nule z = a, prema teoremi 4.22
postoji regularna funkcija h za koju je h(a) # 0, takva da je

g(2) = (z — a)*h(z), zeD.

Kako g nema drugih nula u disku D, onda je h(z) # 0 za svako z € D, pa je funkcija
1/h regularna u disku D i vazi TAYLORoV razvoj

1
w:b0+b1(z—a)+b2(z—a)2+~~~, 2€D, by#0

Odavde je za svako z u oblasti 0 < |z —a| <,

(44) = G oF + e oAb Fbpri(z —a) Fbpya(z —a)® +- -
Prema tome, LAURENTov razvoj funkcije f sadrzi najvise k (1 < k < +00) ¢lanova
u glavnom delu. Primetimo da, s obzirom da je funkcija f regularna u oblasti
0 < |z—a] < R, jednakost (44) vazi u celoj oblasti 0 < |z —a| < R, iako je izvedena
samo za 0 < |z —a| < 7.

Najzad, deo (iii) je posledica dokazanog, jer je uslov iz (iii) jedina preostala
mogucénost ako tacka a nije ni otklonjiv singularitet ni pol.

Primedba. 1° Ako funkcija f ima u tacki a otklonjiv singularitet, i ako je
R rastojanje od tacke a do najblizeg drugog singulariteta funkcije f, iz dokazanog
izlazi da se u oblasti 0 < |z — a| < R funkcija f moze razviti u red:

+o0
f(z) = ch(z —a)".

U stvari, ovaj red konvergira i u tacki a, ali je njegova suma lim f(a). Funkcija f*
zZ—a

definisana sa

1) =f(z) (2#a),  f(a)=lim f(z),

z—a
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je regularna u tacki a i ¢, = f*(”)(a)/n!. Zato se ova vrsta singulariteta i naziva
otklonjivim.

2° Ako LAURENTov razvoj koji se pominje u teoremi 4.25 ima u glavnom delu
koeficijent c_j # 0, a svi koeficijenti ¢_,, za n > k su jednaki nuli, kaze se da je
tacka a pol reda k funkcije f. Iz dokaza teoreme 4.25 izlazi da je a pol reda k
funkcije f ako i samo ako je a nula reda k funkcije 1/f.

Primer 93. 1° Funkcija z — sin z je regularna u nuli i njen MACLAURINOV razvoj
glasi

. 23 25

sz =z- 5 g
Stoga je

sinzi1 22 2%

T R

iz ¢ega zakljucujemo da funkcija sin z/z ima u nuli otklonjiv singularitet i da je

. sinz
lim =1.
z—0 z

2° Funkcija f(z) = 272 ima u tacki z = 0 pol drugog reda, jer je z = 0 nula
drugog reda funkcije 1/f(z) = 22
3° Funkcija z — €'/# ima u nuli esencijalni singularitet, jer njen razvoj

+0o 1
1
e“zl—i—Z;, 0<|z| < 40
n=1
sadrzi u glavnom delu beskona¢no mnogo ¢lanova razli¢itih od nule.

4.5 Racun ostataka

4.5.1 Teorema o ostacima

Definicija 4.8 Koeficijent c_1 u LAURENTovom razvoju po stepenima osnove (z —
a) u disku 0 < |z — a| < R zove se ostatak funkcije f u tacki a, u oznaci Res f(z)
zZ=a

Kao sto ¢emo u ovom odeljku videti, upravo ovaj koeficijent sadrzi znacajnu
informaciju o funkciji f i prirodno se pojaljuje pri izrac¢unavanju integrala. Osnovu
za ovakav zakljucak daje slede¢a ¢injenica, koju je jednostavno direktno dokazati:
Od svih integrala oblika

In:?{(z—a)”dz, n=0,+1,42,...,
C

gde je C kontura opisana oko tacke a, samo je I_; razli¢it od nule; prema primeru
87, Iy = 2mi. To znadi da, ako se LAURENTov red 3.7%° ¢, (2 — a)" integrali
¢lan po ¢lan po konturi C, jedino sto ostaje je 2mwic_1.
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Isti zakljucak se dobija kada se primeni formula za koeficijente LAURENTovOg
reda, prema kojoj je

(15) -5 1)

gde je C bilo koja zatvorena kontura u unutrasnjosti prstena u kome LAURENTovV
red konvergira.

Teorema 4.26 Teorema o ostacima. Neka je funkcija f analiticka u oblasti D
ogranicenoj konturom C', pri ¢emu je na konturi C regularna, a u otvorenoj oblasti

D ima izolovane singularitete u tackama z1, zo, ..., 2,. Tada je

(46) j(cf( )dz = 2mz Res f(z

Z=Z

gde je kontura C orijentisana u pozitivnom smeru.

Dokaz. Neka su ispunjeni uslovi postavljeni u formulaciji teoreme. Oko svakog
singulariteta z; opiSimo kruznicu Cj% dovoljno malog polupre¢nika r; tako da je
funkcija f regularna u oblasti 0 < |z —zx| < r i na konturi Cy : |z—zi| = ri. Neka
je G visestruko povezana oblast ograni¢ena spoljasnjom konturom C' i unutrasnjim
konturama Cy, k = 1,2,...,m. Prema osnovnoj integralnoj formuli za visestruko
povezane oblasti, primenjujuéi i jednakost (45) imamo da je

(47) f f(z)dz= Z z) dz = 2mi Z ZRezi f(z

¢ime je dokaz zavrsen. O
Primedba. Ukoliko uvedemo konvenciju da je >_;* | Res f(z) = 0 ako je
2=z

m = 0, tj. ako u posmatranoj oblasti nema singulariteta, onda se teorema o
ostacima moze shvatiti kao generalizacija CAUCHY-GOURSATove teoreme 4.6. O
Prema formuli (45), ostatak u tacki a se nalazi integracijom po konturi u nekoj
okolini tacke a. Analogno, ostatak u beskona¢nosti se nalazi integracijom po konturi
koja ogranicava neku okolinu beskona¢nosti, sto se svodi na slede¢u definiciju.

Definicija 4.9 Ostatak funkcije f u beskonacnosti definiSe se pomocu

Res f(2) 2m?§ f(z

gde je C_ kontura orijentisana u negativnom smeru, i takva da je izvan oblasti
ogranicene konturom C' funkcija f regularna u svim tackama osim mozda u co.

Navodimo sada neke osobine ostataka koje se lako dokazuju polazeéi od defini-
cije.

Teorema 4.27 Pravila za nalazenje ostatka.
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(i) Ostatak u konac¢noj tacki jednak je nuli ako je u toj tacki funkcija regularna
ili ima otklonjiv singularitet. Za ostatak u beskonacnosti ovo pravilo ne vazi.

(ii) Ako funkcija f ima u tacki a pol reda k, onda je

_ 1 . k (k=1)

Res f(z) = o) lim ((z — a)" f(2))

(iii) Za funkciju f koja je analiticka (tj. ima samo kona¢no mnogo singulariteta) u
celoj kompleksnoj ravni, zbir svih ostataka u prosirenoj ravni jednak je nuli,

odnosno
m
Z Res f(z) + Res f(z) =0,
z=z; Z2=00
i=1
gde su zy, ...,z svi singulariteti funkcije f u kompleksnoj ravni.

Dokaz. (i) Ako je funkcija u tacki a regularna ili ima otklonjiv singularitet,
odgovaraju¢i LAURENTov red se svodi samo na pravilni deo, pa su svi koeficijenti
iz glavnog dela, uklju¢ujuéi i c_; jednaki nuli. Videti primer 94 za detalje u vezi
sa ovim.

(ii) Ako funkcija f u tacki a ima pol reda k, odgovarajuéi LAURENTov razvoj
glasi:

C—k C—(k=1)

f(z) = (z—a)’er(z—a)k—l +~~'+%+co+cl(zfa)+~~

Odavde dobijamo da je

(z—a)kf(z) _ C,k-l-c_(k_l)(z—a)‘f" . ‘+Cf1(Z—a)k_l-i-co(z—a)k—‘rcl(Z—a)k—H‘l" e

i dalje,
_ k+1)!
((z — a)kf(z))(k 1) = C_1(k — ].)' —+ Cok!(z — (l) —+ Cl( —’2_ ) (Z — a)2 + .- o
odakle se neposredno dobija trazeno tvrdenje.
(iii) Prema definiciji ostatka u beskona¢nosti, imamo da je
1 1
Res f(z) = — fz)dz=—— @ f(2)dz,
z=00 211 Cc_ 211 C

gde je C' kontura van koje se ne nalazi ni jedan konacni singularitet funkcije f;
prema tome, svi singulariteti funkcije f se nalaze u oblasti ograni¢enoj konturom
C. Stoga je, prema teoremi o ostacima,

—o o f)de = =Y Res £(2),
i=1 ‘

21 C

¢ime je dokaz zavrsen.
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Primer 94. 1° Kako je

1 1
Vz 1424 —
¢ +z+2z2

+ SR
imamo da je Reg et/* =1 (koeficijent uz 1/z).
z=
2° Na osnovu 1°, tacka oo je esencijalni singularitet funkcije z — e*. Kako ova
funkcija nema singulariteta u kona¢noj z-ravni i kako je zbir svih ostataka jednak
0, onda mora biti Res e* = 0.

Z=00
3° I u singularitetu u konac¢noj tacki moze se dogoditi da je ostatak nula. Na
primer, funkcija z ++ 272 ima pol drugog reda u nuli, ali je Reg 22 =0.
z=
4° Kao sto je veé receno, funkcija moze biti regularna u oo, sa ostatkom koji
nije nula. Na primer, funkcija z — 1/z je regularna u co (jer je funkcija z regularna

u nuli); prema tvrdenju (iii) teoreme 4.27 imamo da je
Resz !+ Res 271 =0,
z=0 Z=00

paje Res 27t = —1.
zZ=0Q
5° Funkcija z — 1/sin z ima polove prvog reda u tatkama z = nm, gde je n ceo
broj. Primenom formule iz dela (ii) teoreme 4.27 (sa k = 1), nalazimo da je

z—km 1
Res 1/sinz = i = = (-1)¥
z:(;zsw /sinz zigclﬂ sin z cos km (=1)%

pri ¢emu smo primenili L’HOSPITALovo pravilo.
6° Neka je f(z) = g(2)/(z — a), pri ¢emu je g(a) # 0. Tacka a je pol prvog reda
funkcije f, pa je
Res f(=) = lim (z — a)f(2) = g(a).

Na primer, ako je f(z) =1/(z — a)(z — b), gde je a # b, dobijamo da je ostatak u
tacki a jednak 1/(a — b). Uopste, ako je

a ako je h(a) # 0, onda je

os £(2) — Lim 2 ®9() _ g(a)
B/ = e G -a) ~ b

4.6 Izracunavanje realnih integrala

4.6.1 Izracunavanje integrala

Mnogobrojne su primene racuna ostataka u Matematici. U ovom delu naveSéemo
samo primene na izraCunavanje realnih integrala. Ideja je slede¢a: Ako se re-
alni integral moze izraziti preko podesno izabranog konturnog integrala, onda se
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izra¢unavanje integrala moze svesti na izracunavanje ostataka. Veliki broj integrala
Cije bi izracunavanje standardnim metodama realne analize bilo veoma kompliko-
vano, na ovaj nacin se izra¢unava bez teskoca.
Postoji nekoliko klasa realnih integrala koji se mogu resiti pomoc¢u rac¢una os-
tataka. Na primer, integral
2w

I= f(cost,sint) dt
0

moze se svesti na konturni integral pomoéu smene z = e*t, odakle je

Z+]‘/Z,Z_1/Z 9 dt:Ev
2 21 12

= ()
|2]=1 2 21 12

Poslednji integral se dalje resava primenom teoreme o ostacima.

f(cost,sint) = f <

pa je

Primer 95. Neka je

I/27r dt
~Jo cost+2sint+3°

Uvodenjem smene z = e'* dobijamo da je

I 2 7{ dz
i S 1 —20)22 462+ 1+ 20
Kvadratni trinom u imeniocu podintegralne funkcije ima korene

1 2
21:—1—2i, 22:—5—3i,

od kojih se samo z, nalazi u disku |z| < 1. Stoga je

1
(1—-2i)(z—21)(z — 22)

Kako je z3 pol prvog reda funkcije g, nalazimo da je

1
I =A4m- (1= 2i)(2 — =) =x. O

Za resavanje nekih klasa integrala od znacaja su
sledete tri teoreme, u literaturi poznate kao JOR-
DANove leme. Neka je Dp oblast na slici 56,
ograni¢ena dvema polupravama koje polaze iz tacke
zop 1 zaklapaju ugao «, kao i lukom kruznice sa cen-
trom u tacki zg, polupre¢nika R. Sa D, oznac¢avamo
neogranic¢eni deo ravni izmedu polupravih.

2
I = B - 27i Res g(z), gde je g(z) =
Z=Zz2

Slika 56.
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Teorema 4.28 Jordanova lema I. Neka je f analiticka funkcija u oblasti Dp i
regularna na granici te oblasti, osim u tacki zg gde moze imati pol prvog reda. Ako

je

(48) Zli_>1rnz0 (z—20)f(2) = A,
z € Dp
tada je

lim / f(z)dz =iAa.
Cr

R—0

Dokaz. S obzirom na uslov (48), u dovoljno maloj okolini tacke zy vazi da je

A
foy =2 198 L cp,
zZ— 20 zZ— 20

gde je lim g(z) = 0. Prema tome,
Z—r20

f(z)dz=A4 dz —|—/ 9(2) dz.
Cr c

CRZ—ZQ RZ—ZO

Kako g(z) — 0 kad z — zp, za svako ¢ > 0 postoji 6 > 0 tako da na luku
|z — 20| = R < § vazi da je |g(2)| < €. Dakle, za takvo § i za R < § imamo da je

d R
/ 7g(z) dz| < a/ =] _ E—a = eaq,
Cr zZ— 20 Cr

lz—2| R
pa ovaj integral tezi nuli kad z — 2. Dalje, smenom z = 2y + Re? dobijamo da je

A/ ¢ _ida,
CRZ—ZQ

¢ime je teorema dokazana.

Sledeca teorema se dokazuje na isti na¢in kao prethodna, pa dokaz izostavljamo.

Teorema 4.29 Jordanova lema II. Neka su ispunjeni uslovi teoreme 4.28. Ako

je

(49) lim_(z — 20)f(z) = 4,
ey

tada je

li dz = iAa.
R_lffoo/ch(z) z = iAx
Teorema 4.30 Jordanova lema III. Neka je Dy oblast kao na slici 57, gde je
zo = 0, a poluprave koje zatvaraju oblast Dgr su pozitivni i negativni deo x-ose.
Ako su ispunjeni uslovi teoreme 4.28 i ako je
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lim_ f(2) =0,
Imz>0

tada je za svako realno a > 0,

lim %% f(2) dz = 0. Slika. 57.
R—4o0 Cr

Dokaz. Za dato € > 0 neka je Ry takvo da je |f(z)| < € za svako z sa Im z > 0
za koje je |z| > Ry. Neka je R > Ry i neka je Ip = fCR e'®* f(z) dz. Na krivoj Cr
imamo da je z = Re®, 0 < 0 < T, tako da je

™
Ip = iR/ glaftcosOp—altsind f(peifyei® 49 odnosno,
0

[ IR| gsR/ e~ aftsing qg,
0

Kako je sin(m — 0) = sin 0, izlazi da je

T ) /2 ]
/ efaRsm9 de = 2/ efaRsmG da’
0 0

a prema JORDANovoj nejednakosti (videti sliku 58) je sinf > 20/, pa je —aRsinf <
—2aR0/m. Stoga je konacéno

/2
[Ir| < 25R/ e 2eR0/m 49 = g(1 —e Ry < =
0 a

a

Prema tome, dokazali smo da za svako € > 0 postoji Ry tako da za svako R > Ry
vazi da je |Ir| < em/a, tj. daje lim |Ip| =0.
R—+o0

Slika 58. JORDANova nejednakost: zbog konkavnosti funkcije x — sinz za
x € |0,7/2], grafik funkcije je iznad secice, pa je sinx > 2x/w. (sjornej)
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Primer 96. Uslov da f(z) — 0 nije dovoljan da fCR f(z)dz — 0, ali, prema

teoremi koju smo upravo dokazali, jeste dovoljan da fCR e f(z)dz — 0 kad R —
+o00. Na primer, iako 1/z — 0 kad z — oo, imamo da

/ E:1n17~2—|—z'7r—>oo, ali /eiZE—)O.
CR CR

z z
+oo d
1:/ _dr
0 1+l‘8

Neka je C' kontura koju ¢ine: odsecak z-ose od 0 do R, deo kruznice polupre¢nika
R sa centrom u z = 0 u prvom kvadrantu (Cr) i odsecak y-ose od R do 0. Neka je

Primer 97. Neka je

1

&) =17

Od regenja jednacine 1 + 28 = 0 u prvom kvadrantu se nalaze dva:

_m/8 : _ 3mi/8
zl—e/ 1 29 =¢€ /7

tako da je,za R > 1,

7{} o (Res £(2) + Res f(z)> .

14 28 z=2z1 z2=29

Ostatak funkcije f u polu z; dobija se iz

. Z— 2z 1
Res /() = I 95 = 5o
pa je
dZ 771 _7 ‘/8 _5 /8) N \/i
_ 7 T T —(1=D=4/1 Al
(50) 7{)14_:58 1 (e +e ( 1)4 + 5

S druge strane je
%dz/Rder/ dz+/0idy
cl+28  Jo 148 cp 1428 r 1+y?

:07

Kako je

zli}IEO 1 —|—28

primenom JORDANove leme II zakljuc¢ujemo da je

d
lim i

———dz=0
R—+o00 CR1+ZS o ’
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tako da je
d o q o d
lim 4:/ 736+i/ Y — (-,
Rtoo Jo 1+ 28 o l+a8 oo L+ Y8

pa iz (50) zaklju¢ujemo da je

™ V2

I=—\/14—.
4 + 2

4.6.2 Kompleksne smene u integralima po realnoj
promenljivoj

S obzirom da se tablice izvoda i integrala formalno ne razlikuju u realnom i kom-
pleksnom domenu, prirodno se postavlja pitanje da li je moguce izracunati kom-
pleksne integrale znajuéi njihove realne vrednosti. Posmatrajmo tri karakteristi¢na
primera:

1° Da li je ispravno u integralu
b
I = / elotiB)z qq. a,beR
a

uvesti smenu (a + i)z =t i tako formalno dobiti da je

ba+ibs ba+ibs aa+tiaf
1 e —e
et dt = ?

I =
! o+ ZB aa+iafB o+ Zﬂ

2° Znajudi da je

> 2
/ et /2 dt = V2n,

0
mozemo li u integralu

o0 5

I :/ ef(eriy) /2 dx
—0o0

uvesti smenu = + iy = t i tako dobiti da je

“+o0
122/ €_t2/2dt:\/271'?

3° Zmnajuéi da je
+oo
/ e 't dt = T'(a), (a>0)
0

mozemo li zakljuciti da za proizvoljno u € C vazi
oo 1 [t 1
I3 = / e el dy = —/ e tdt = —T(a),
0 u® Jo u

pri ¢emu smo primenili smenu uz =t 7
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Teorema 4.7 daje potvrdan odgovor na pitanja tipa 1° i sli¢na, za slucaj kada
se integral moze predstaviti kao integral regularne kompleksne funkcije kompleksne
promenljive, jer u tom slucaju vazi NEWTON-LEIBNIZova formula. U primeru 1°

imamo da je
b z
I :/ elotif)r qq z/ ’ elotib)z dz,
a 21

gde je z1 = a,z9 = b, jer integral regularne funkcije ne zavisi od puta integracije.
Funkcija

1 .
F(z) = elatiB)z

a+if
je o¢igledno jedna primitivna funkcija za funkciju z — e(®t)2 tako da je I, =
F(b) — F(a), sto je isti rezultat kao u 1°.
U slucajevima kao §to su 2° i 3°, stvari su nesto komplikovanije.

Teorema 4.31 Neka je f analiticka funkcija u delu kompleksne ravni ograni¢enom

x—osom i pravom L : y = b, za neko b € R, pri ¢emu u unutrasnjosti ove oblasti

moze imati konacno mnogo singulariteta 21, ..., zm. Ako je lim f () =0, gde
Imzel

je I segment cije su krajnje tacke 0 i b, tada je

+oo “+o0o m
/ f(x—i—ib)dx:/ f(x)dx—Zm’ZResf(z).
i=1

—0c0 —c0 F=Zi

Dokaz. Neka je C' pravougaona kontura koju ¢ine duzi dobijene presecima
pravih y = 0, y = b, x = —R, * = R. Pretpostavimo radi odredenosti da je
b > 0. Ako je R dovoljno veliko da kontura C' obuhvati sve singularitete pomenute
u formulaciji teoreme, na osnovu teoreme o ostacima imamo da je

m

/ f(z)dz = 2772'2 Res f(z),
c -

S druge strane,

/ f(z)dz = /R f(x) dx+i/b f(R+it) dt/R f(z+1b) dxi/b f(—R+it) dt.
c -R 0 -R 0
Uslov f(z) — 0 kad z — 0o u pojasu 0 < Im z < b znaéi sledece:
(Ve > 0)(IK)(Vt € [0,0]) R?+t* > K? = |f(£R+it)| < e,
$to onda implicira da je

lim su +R+1it)| =0.
R sup 1 )l
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Odavde se dobija:

b
2/0 F(ER+it) dt

< |b|sup |f(£R + it)| — 0.
tel

Prema tome,

’ R R . -
RLHJI:OO (/Rf(x) dx — [Rf(m+zb) dm) = 277212:;5:62 f(2),

odakle sleduje tvrdenje koje je trebalo dokazati.

Primer 98. Funkcija f(z) = e /2 je regularna u celoj kompleksnoj ravni i
lim, o f(2) =0.
Na osnovu teoreme 4.31 zaklju¢ujemo da je

+o0 o +oo 5
/ e @HW)/2 g = / e 2 de =2r,

pa je odgovor na pitanje 2° potvrdan.
Ako se integrali u granicama od 0 do 400, na sli¢an nac¢in kao u dokazu teoreme
4.31, pokazuje se da je

R Y R Y
/Of(a:)dx—i—z/o f(R—Ht)dt—/O f(:c—l—zy)dsc—z/o f(at) dt = 0,

pa je, kada se pusti da R — +o0,

/Om F@ +iy) do = /0+°° F@) do — i /Oy F(it) dt,

Heo N2 T L
/ e~ @) /2 4z = \/7—2/ et /2 dt.
0 2 0

Interesantno je da se i ovaj rezultat moze dobiti formalnom smenom promenljive

x 41y = t, jer onda granice integracije postaju iy i 400, pa je fzzoo = 0+°° — gy.

odakle je

Primer 99. Primenom NEWTON-LEIBNIZove formule dobija se

/ oo dx B 1
oo (=92 x—i
Ovaj formalan rezultat moze se lako opravdati integracijom po konturi koja je

sastavljena od odsecka [—R, R] z-ose i polukruga z = Re®, 0 < t < 7, kao i
primenom JORDANove leme II (ostatak u polu z = i je nula). Primetimo da teorema

+oo
=0.

— o0
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4.31 ovde nije primenljiva, jer funkcija z +— 1/22 nije regularna duz x-ose. Dakle,
u ovom slu¢aju, smena promenljive t = x — ¢ dovodi do

/+OO de _/-‘roodt
—oo (x_i)gi —00 t27

$to je pogresno, jer integral sa desne strane ne postoji. Zapravo, ovde se radi o
formalizmu koji je pogresno primenjen. Ispravno bi bilo pisati da je

/+OO dz /Jrooldt
N O Y I

i onda ispitati da li se u poslednjem integralu granice mogu zameniti sa —oo,

odnosno +oo.
/+°° dz
oo (202417

Kod integrala
smena promenljive x + 2¢ = ¢t dovodi do pogresnog rezultata:

/+“) da /*“1 dt it
- = ——— = arc = .
o @r2irr1l ) i1 &Y
Isti rezultat se dobija i primenom ,korektnijeg” postupka:
toot2i 44 +o0 + 2i
/ 57 = arctgt =T,
—o0o+2i t + 1 —o0 + 2t

gde se moze primeniti definicija funkcije arctg u kompleksnom domenu. Teorema
4.31, medutim, tvrdi da je

+oo da +oo e
A A |

I el B L
Kako je

1 1 1 1
f(z)—22+1 _2i<z—i_z—|—i)’
imamo da je

1
Res f(z) = 2 odakle nalazimo da je

/+°o da 0
oo (@H20)241

Teorema 4.32 Neka je f analiticka funkcija u delu kompleksne ravni ogranicenom
pozitivnim delom x-ose i polupravom L koja polazi iz koordinatnog pocetka i zat-
vara ugao « sa r-osom. Pretpostavimo da je funkcija f regularna na naznacenoj
konturi osim mozda u z = 0, pri éemu vazi:

(2) ili% zf(z) =0, (#5)  lim zf(z) =0,

Z—r00
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pri ¢emu je u oba slucaja dovoljno da se uzme samo grani¢na vrednost po oblasti
koja je ogranicena pozitivnim delom x-ose i polupravom L. Tada je

/Lf(z) dz:/0+oof(x) dz.

Dokaz. Posmatrajmo konturu kao na slici 59. Imamo da
je

Oz/ERf(x)dx—i— CRf(z)dz—/ABf(z)dz—&—/csf(z)dz.

Kada e — 0, prema JORDANovoj lemi I, zbog uslova (i) Slika 59.
dobijamo

/ f(z)dz =0,
C.

dok primenom JORDANove leme II, iz uslova (ii) nalazimo da

(2)dz — 0 kada R — +oo0.
Cr

Odavde je
R
lim / z)dxr — z)dz | =0,
i, ( i@ [ 5 )

i teorema je dokazana.

Primer 100. Neka je f(z) = e #2%"! gde je a > 0. Ako je a < 1, funkcija f ima
singularitet u koordinatnom pocetku, ali je, za svako 6,

[rf(re?)| = rte "% < %" 0 kadar — 0,
dok jeza a € (=%,%) 160 € [0,0]
|Rf(Re?)| < R%e™ B« 0 kada R — 4oo0.

Primenom dokazane teoreme zakljucujemo da je

+o00o
/ e 720 dy = / e 2zt dr =T'(a),
L 0

po svakoj polupravoj L koja polazi iz koordinatnog pocetka i prolazi kroz prvi ili
cetvrti kvadrant. Prema tome, odgovor na pitanje 3° je potvrdan ako je Re u > 0.
O

Pored navedenih, postoje brojni slu¢ajevi razli¢itih smena koje se opravdavaju
na slican na¢in. Kao $to smo videli u ovom odeljku, poznavanje realnih integrala
moze se iskoristiti za nalazenje kompleksnih. Pri tome, u slu¢aju regularne funkcije
i kona¢nog intervala integracije, moze se primeniti NEWTON-LEIBNIZova formula,
dok je u slucaju beskonaé¢nih granica potrebno opravdati postupak.



Glava 5

Fourierovi redovi

Razvoj periodi¢nog signala u harmonike je jedan od osnovnih metoda kojima se
sluze istrazivaci u oblasti elektrotehnike. Matematicari ovaj postupak nazivaju
razvijanjem funkcije u FOURIERov red. Ovo je samo jedan poseban slucaj opsSteg
koncepta ortogonalnosti u HILBERTovim prostorima, koji je takode vazan u
primenama jer se iz njega dalje razvijaju posebne metode, kao Sto su, recimo,
talasiéi (wavelets). Ovu glavu stoga zapocinjemo sa izlaganjem o HILBERTovim
prostorima i ortogonalnim razvojima uopste, a zatim posebno razmatramo slucaj
trigonometrijskih redova.

192
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5.1 Ortogonalni razvoji u Hilbertovim prostorima
FourIiERovi redovi su deo opstijeg koncepta ortogonalnih razvoja koji pociva na

pojmu skalarnog proizvoda. Ideja je da se skalarni proizvod dva vektora iz R3
uopsti na proizvoljne vektorske prostore.

5.1.1 Skalarni proizvod

Definicija 5.1 Neka je H vektorski prostor nad poljem skalara F', gde je FF = R
ili F = C. Neka je (z,y) funkcija H X H — F koja zadovoljava sledeée uslove:

o

~

(y,2) = (z, ),
2 (Ary + pag,y) = Maa, y) + p(z2,y),
3° (z,z) > 0; (z,2) =0 < 2 =0,

za svako x,y € H i za svako A\, € F, pri ¢emu (y,z) znaci konjugovano kom-
pleksan broj od (y,x). Funkcija (x,y) zove se skalarni proizvod.

Kako je, prema uslovu 3°, (z,x) > 0, moze se definisati funkcija « — ||z|| pomoéu

(1) zl| = vz, z),  xe€H.

Da je ||z|| zaista norma pokazademo kasnije (teorema 5.2).

Primer 101. 1° Posmatrajmo vektorski prostor R™ i funkciju
n
(@,y) =Y wiyi, = (21,72, ,20), Y = (Y1,Y2, -, Un)-
i=1

Nije tesko proveriti da su uslovi definicije 5.1 ispunjeni. Norma je euklidska norma,
||| = /23 + 23 + -+ 22.

2° Vektorski prostor C™ ¢ine uredene n-torke kompleksnih brojeva. Ako je
u=(uy,us,...,up) iv = (v1,v2,...,0,), gde su u; i v; kompleksni brojevi, skalarni

proizvod definiSemo sa
n
(u,v) = E u; Uy,
i=1

dok je norma data sa

lull =
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Uslovi navedeni u definiciji 5.1 obezbeduju strukturu bogatu osobinama, od
kojih neke dajemo u sledeé¢oj teoremi.

Teorema 5.1 Neka je H vektorski prostor sa skalarnim proizvodom. Tada za
svako x,y € H i za svako A € F vazi:

(i) Az, py) = Az, y),
(11) <$,0> = <07y> =0,
(iii) ||z +yl* = llz[I* + ly[|* + 2Re (2, ),

(iv) Kz, )l < llzl - [lyll-

Dokaz. (i) Iz uslova 1° i 2° dobija se da je

Az, py) = Mz, py) = Mpy, x) = My, ) = Ai(z, ).
(ii) Prema osobini (i), imamo da je
(x,0) = (x,0 — 0) = (,0) — (z,0) = 0.
(iii) Primenom jednakosti (1) i osobina skalarnog proizvoda, dobijamo da je

lz +yl* = (2 +y, 2+ y) = (@,2) + (@,9) + (¥, 2) + (v,v)
=llzl® + lyll* + (z,9) + (z,9) = l2|* + lyll* + 2Re (x,y).

(iv) Ako je (z,y) = 0, nejednakost je tacna zbog pozitivnosti norme. Pret-
postavimo da je x # 01 y # 0 i1 razmotrimo najpre slucaj kada je [|z] = ||y|| = 1.
U ovom sluc¢aju nejednakost (iii) svodi se na |(z,y)| < 1. Neka je ¢ € F proizvoljni
skalar. Tada je

0 < {ex —y,cx —y) = [c* - [|2[* + [ly|* — 2Re c(z, ),
odakle se, zbog ||z|| = ||y|| = 1 dobija da je
2Re c(z,y) < |¢|* + 1.

Poslednja nejednakost vazi za proizvoljno ¢. Ako stavimo da je ¢ = |(z,y)|/{z, y),
tada je |c| = 11 izlazi da je
2/, y) <2,

odakle se dobija trazena nejednakost. U opstem slucaju, za proizvoljne x,y # 0,
stavimo da je ' = z/||z]| 1 ¥’ = y/||ly||. Tada je ||z’ = ||y’|]| = 1 i prema dokazanoj
nejednakosti za taj slucaj imamo da je

|{(z',y')] <1, odnosno N9} <1

el - Myl —
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sto je, zbog x,y # 0, ekvivalentno sa nejednakosti koju je trebalo dokazati.

Primedba. 1° Ako je (z,y) = 0, kazemo da su z i y ortogonalni. Prema (ii)
teoreme 5.1, nula je ortogonalna sa svakim elementom iz H. Nije tesko videti da
nijedan element x # 0 nema tu osobinu.

2° Osobina (iv) iz teoreme 5.1 poznata je pod nazivom CAUCHY-SCHWARZOva
nejednakost. Ona se ¢esto koristi u ekvivalentnom obliku

[, ) * < 2] - llyll®.

Primer 102. CAUCHY-SCHWARZova nejednakost u prostoru C" uvedenom u
primeru 101 glasi:

n 2 n n
D witi| < il il
i=1 i=1 i=1

gde su uq, ..., Uy, V1, ..., U, proizvoljni kompleksni brojevi.

Teorema 5.2 Neka je H vektorski prostor sa skalarnim proizvodom i neka je
funkcija x — ||x|| definisana sa (1). Tada je ||z|| norma na H, tj. za svako x,y € H
i za svako A € F vazi da je

1° |z >0, |z|=0 < z=0,
22 ||Az| = (Al [l=]],
3° |z +yl| < |lz|| + |yl (nejednakost trougla).

Dokaz. 1z definicije skalarnog proizvoda imamo da je
||| >0, |z| =0 < z=0.

Dalje, iz dela (i) teoreme 5.1 dobijamo da je

[Az]| = v/ (Az, Az) = \[ AN @, 2) = VIA2 - [l = [A] - |-

Najzad, kako je za svako z € C, Re z < |z|, iz (iii) i (iv) teoreme 5.1 nalazimo da je

2+l = ll2]* + ly1* + 2Re (2, y) < l«l* + yll* + 2|(z, v)|
2
< lll® + llyl® + 2l - llyll = (=l + llyl)~,

odakle se korenovanjem dobija nejednakost trougla.

Primer 103. Oznac¢imo sa Ls[a, b] vektorski prostor svih kompleksnih funkcija f

realne promenljive ¢ € [a, b], ¢iji je modul kvadratno integrabilan, tj.

b
(2) 12 = / FOP dt < +oo.
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Definisimo
b
(f.9)= / f(t)g(t) dt.

Ovako definisan skalarni proizvod zadovoljava prva dva uslova definicije 5.1. Treé¢i
uslov nije uvek zadovoljen, jer je moguée da bude || f|| = 0 a da je f # 0. Na primer,
akojea=—-1,b=11iakoje f(z) =0zaxz #01 f(0) =1, tada f # 0 (tj. f nije
identicki jednaka nuli), ali je f_ll f?(x)dz = 0. Stoga se prostor La[a,b] definise
tako da podrazumevamo da su funkcije f i g jednake ukoliko je ||f — g|| = 0.
Striktno govoredi, elementi prostora Ls[a,b] su klase ekvivalencije u odnosu na
relaciju ekvivalencije definisanu pomocéu

f~g = |If—gll=0.

CAUCHY-SCHWARZova nejednakost ovde glasi

2 b b
< / @R dr / 9(0)[2 dt.

Nejednakost (3) implicira da je skalarni proizvod konacan za svake dve funkcije iz
Ls[a,b], tj. za svake dve funkcije ¢ija je norma konacna.

b
3) / F(Hg(t) at

Cesto se umesto kompleksnih funkcija na [a, b] posmatraju samo realne kvadratno
integrabilne funkcije; odgovarajuéi prostor se takode oznacava sa Ls[a,b]. Skalarni
proizvod u ovom slucaju je

b
(f,9) = / f(t)g(t) dt.

Nije tesko videti da je u realnom sluc¢aju skalarni proizvod simetri¢na funkcija:
(z,y) = (y, ).

Primedba. Mi smo, polazeéi od skalarnog proizvoda, definisali normu kao
lz]] = v/{x,y). Ako je ova jednakost ispunjena za svako x € H, kazemo da su
norma i skalarni proizvod saglasni. Obrnut postupak, tj. definisanje skalarnog
proizvoda koji bi bio saglasan sa postoje¢com normom nije uvek mogué¢. Pokazuje
se da je potreban i dovoljan uslov da bi se skalarni proizvod mogao definisati dat
sa:

(4) lz +yl1* + llz = ylI* = 2(]|2|® + [ly]*) za svako 2,y € H

i u tom slucaju skalarni proizvod se definiSe sa
1 2 2
(5) (@,y) = 7z +ylI” =z —yl)*

Iz (5) za x = y dobijamo da je ||z|? = /(z, ).
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Primer 104. Sa Cfa,b] oznacavamo vektorski prostor svih neprekidnih realnih
funkcija definisanih na segmentu [a, b], sa normom

Il = sup [f(?)]

t€la,b]

ili sa normom

b
WH:/IﬂﬂMt

Nijedna od ove dve norme ne zadovoljava uslov (4), pa se u C[a, b] ne moze uvesti
skalarni proizvod koji bi bio saglasan sa nekom od ovih normi. Medutim, kako je
svaka neprekidna funkcija kvadratno integrabilna, imamo da je C[a,b] C Lo[a,b],
tako da se ovde mogu uvesti norma i skalarni proizvod kao u primeru 103.

Sa L,[a,b] oznacava se vektorski prostor realnih ili kompleksnih funkcija defin-
isanih na [a, b] za koje je

b P
pr:</|ﬂ0F&> < oo

Za svako p > 0 ovo je norma (ako se usvoji da je f = g ako je ||[f — g|l, = 0);
medutim, jedino se za p = 2 moze definisati skalarni proizvod koji je saglasan sa
normom. a

Skalarni proizvod je ustvari kompleksna (ili realna, zavisno od toga sta je polje
skalara F') funkcija dve promenljive iz H. Iz CAUCHY-SCHWARZove nejednakosti
jednostavno izlazi da je ova funkcija neprekidna u odnosu na normu. Naime, ako
Su Zg, Yo, T,y € H, uz oznake Az = x — zg i Ay = y — yo imamo da je

(6) [(z,y) — (2o, y0)| = [{zo + Az, yo + Ay) — (z0,y0)|
[{z0, Ay) + (Az,y0) + (Az, Ay)|
[(xo, Ay)| + [(Az, yo)| + [(Az, Ay)|
|

<
(7) <lloll - 1Ayl + llyoll - Az + [| Az - | Ay]-

Kad © — 29 1y — yo, onda ||Az|| — 01 ||Ay|| — 0, pa se iz nejednakosti (6) dobija
da [{x,y) — (x0,y0)| = 0, odnosno da vazi sledeé¢a teorema.

Teorema 5.3 U vektorskom prostoru H sa skalarnim proizvodom (z,y) i normom
|z]| = /{=,y), funkcija (x,y) — (z,y) je neprekidna.

Teorema 5.4 Besselova nejednakost. Neka je {e;} jedan ortonormiran skup
vektorskog prostora H u kome je definisan skalarnim proizvod. Tada za svako
n € N vazi da je

(@, ea)|* < [l
1

n

7
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Dokaz. Za fiksirano z € H i n € N, definisimo z,, = Y., (z,e;)e;. Kako je
(ei,ej) =0zai#ji(e,e;) =1, dobijamo da je

S druge strane,

<x7xn> = Z <:L‘7€i><l‘7€¢> = Z |<x7ei>|27

i=1 i=1

tako da zaklju¢ujemo da je za svako n € N,
(8) (@, 2n) = |lza* = ZI z,e;)]

Stoga je
0 < llz—aal® = l|lz]*+l|za|*~2Re (2, 25) = [|2]* +l|2nl* ~2lzal* = [l2]* ~[|znll?,

odakle je ||z, |* < ||z||?, pa se s obzirom na (8) dobija trazeno tvrdenje.

5.1.2 Hilbertovi prostori i ortogonalnost

Potsetimo se da za normirani prostor kazemo da je kompletan ako u njemu svaki
CAUCHYjev niz konvergira. U ovom odeljku posmatramo kompletne normirane
prostore sa skalarnim proizvodom.
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Definicija 5.2 Neka je u vektorskom prostoru H definisan skalarni proizvod
(x,y) 1 norma ||z|| = /{(z,x). Ako je H kompletan normirani prostor, H se
zove Hilbertov prostor.

Neka je E = {ej,ea,...} konacan ili beskonacan skup medusobno razli¢itih ele-
menata iz HILBERTovog prostora H.

Ako za skup F vazi

(eiej) =0, (i #)),
onda kazemo da je FE ortogonalan skup.
Ako je E takav skup da je

<€ivei> =1, <eiaej> =0, (Z #])7

kazemo da je E ortonormiran skup.

Ako za ortonormiran skup E vaZi jos i
(Ve; € E)({(z,6;) =0) <= x =0,

onda kazemo da je E potpun ortonormiran skup ili ortonormirana baza
HILBERTovog prostora H. Drugim rec¢ima, E je ortonormirana baza ako je jedino
nula ortogonalna na svim elementima iz E.

Primer 105. 1° Vektorski prostor R? je prototip HILBERTovog konaéno-dimen-
zionalnog prostora. Neka su i, 7,k jedini¢ni koordinatni vektori. Skup {%,j} je
jedan ortonormiran skup, jer je (¢,7) = 0, (¢,4) = (j,7) = 1. Medutim, ovo nije
ortonormirana baza, jer, na primer, za vektor & = (0,0,3) vazi da je (x,i) =
(x,7) = 0, ali ¢ # 0. U prostoru R3, jednu ortonormiranu bazu ¢éni skup od tri
vektora {%,j,k}. Ovo nije jedina moguénost: kao sto je iz analiticke geometrije
poznato, svaka tri jedini¢na vektora koja su medusobno ortogonalna, ¢ine jednu
ortonormiranu bazu za R3. Analogno se definise ortonormirana baza u R ili u
C™; to je skup od n vektora

€1 2(1,0,0,...,0), 822(0,1,0,0,...,0)7 €n:(0,0,07...,1).

Kao sto znamo, svi ovi prostori su kompletni.
2° Neka je Iy vektorski prostor ¢ije ,tacke” ¢ine kompleksni nizovi z = {z,}
takvi da je 327 [2,]? < +o00. Skalarni proizvod i norma se definisu sa

—+oo +oo
(w,0) =Y untn, 2l = | D Izl
n=1 n=1

Moze se pokazati da je i ovo jedan HILBERTov prostor. Neka je e, ¢iji je n-ti ¢lan
jednak 1, a svi ostali su nule. Na primer, e; = (1,0,0,...), e = (0,1,0,0,...), e3 =
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(0,0,1,0,0,...) itd. Tada beskonacan skup {ej,es,...} €ni jednu ortonormiranu
bazu HILBERTovog prostora lo. Dokaze ovih tvrdenja izostavljamo, jer prevazilaze
nivo slozenosti ovog teksta.

Primer 106. Od sustinske vaznosti za dalje izlaganje je HILBERTov prostor
Lo[—m, 7], sa skupom funkcija

en(t) = et n=0,+1,+2, ...
Jednostavno je videti da je

T 1 (" . .
||enH2 = / en(t)én(t) dt = % Bm'teim‘t dt = 17

—T —T

kao i da je, za m # n,

1 T , 1 T
(em,en) = —/ emMtemint 4t = elm=mt 4 = 0.

2 J_, 2 .

Prema tome, skup funkcija {e; | i = 0,£1,42,...} je ortonormiran. Pokazuje se da

je ovaj skup i potpun, ali dokaz nije jednostavan. Uglavnom, vazna je ¢injenica da
pomenuti skup ¢ini jednu ortonormiranu bazu HILBERTovog prostora Lo[—, 7.

Teorema 5.5 Ortogonalni razvoj. U HILBERTovom prostoru H sa ortonormi-
ranom bazom {e;} za svako x € H vazi da je

n

(9) T = nETmZ;<z’ei>6i’

Sto se moze predstaviti i u obliku razvoja

+o00

(10) x = Z(aj,ei>ei.

i=1

Dokaz. Kao u dokazu BESSELove nejednakosti, definisimo z,, = Y ., (z, €;)e;.
Pokazademo da je niz {z,} CAUCHYjev, a time i konvergentan (jer je po pret-
postavcei H kompletan prostor). Bez teskoca se pokazuje da je

n+k

(11) |znir = zall®> = Y @, en).

i=n+1

Kako su, prema BESSELovoj nejednakosti, parcijalne sume pozitivnog reda Zj':of |(z,e;)|?
ogranicene, on je konvergentan, pa njegov ostatak posle n-tog ¢lana tezi nuli kad
n — +o0o. Stoga iz (11) dobijamo da je

+oo
lzner = zal® < Y N@ed? =0 (n— +oo),
i=n+1
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§to znadi da je niz {x,,} CAUCHYjev. Dakle, postoji y € H za koje je

= i .
v= o
Sada ¢emo pokazati da je x = y, ¢ime Ce teorema biti dokazana. Kako je za svako
i7 n’
(Tn, €:) = (z, ),

iz neprekidnosti skalarnog proizvoda zaklju¢ujemo da je i

(y,e:) = (x,e4),

odnosno, da je
(y—xz,e;) =0 zasvakoi=1,2,...

Kako je po pretpostavci {e;} potpun ortonormiran sistem, iz ovoga sleduje da je
Y=z

Primedba. Kao §to je receno u primeru 103, jednakost dve funkcije u prostoru
Ls[a,b] znaci samo da je norma njihove razlike jednaka nuli. Ta ¢injenica znatno
umanjuje praktiéni znac¢aj znacaj relacije (10), jer ova relacija u Lo[a, b] znaci samo
da je

n

lim o= (z,e)eil =0,

n—-+o0o
i=1
gde je x funkcija iz Lo[a,b]. U prakti¢nim primenama od znacaja je konvergencija
tacka po tacka, tj. jednakost

—+o0

(12) z(t) = (w,eeilt),  t€lab].

i=1

Ispostavlja se da je za (12) potrebno postaviti jos neke dodatne uslove osim da je
modul funkcije kvadratno integrabilan. Ovo ¢e biti tema sledec¢eg odeljka.

Teorema 5.6 Parsevalova jednakost. U HILBERTovom prostoru H sa ortonormi-
ranom bazom {e;} za svako x € H vazi jednakost

+00
(13) ZI(%@&I2 = |||

Dokaz. Prema teoremi 5.5,

n

z= lim =z, gdeje xn:Z@c,ei)ei.

n——+oo
=1

To znaci da je

lim ||z — a,|| =0,
n—-+oo
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odnosno, koriste¢i jednakosti (8),

0= lim_|lo—oal® = Tim (Jal* + lleall® — 2Re (z,20))
o 2 2y _ 2 2
= i (ol = zal?) = al* = Tim ]

—+o0
=ll2l* =Y o, e,
i=1

¢ime je dokaz zavrsen.

5.2 Fourierovi redovi

5.2.1 Definicija Fourierovog reda i njegova konvergencija
Fourierov red i Fourierovi koeficijenti

U prostoru Lgo[—m, 7], kao $to smo videli u primeru 106, ortonormiranu bazu ¢ine

funkcije e, (t) = (1/v2m)e™ za n =0,+1,4+2.... Neka je

1 1 [ ,
14 Cn=—=(f,€n) = = e "t dt, n=0,+1,+2,...
(14) So=ifen) =5 | )
Posmatrajmo funkcionalni red
+oo +o0 ‘
(15) Y (frenden(t) = D cne™,

gde su koeficijenti ¢,, definisani sa (14). Red (15) nazivamo Fourierovim redom
funkcije f na segmentu [—m, 7], a koeficijente ¢, nazivamo Fourierovim koefici-
jentima. Prema teoremi 5.5, ovaj red konvergira ka funkciji f po normi u prostoru
Lo[—7, 7], §to samo znadi (videti primedbu na strani 201) da je

2
™

f(t) _ Z cneint

i=—n

(16) lim

n—+oo J

dt = 0.

Od interesa je poznavati uslove pod kojima vazi razvoj

“+oo

(17) f)y =Y cpe™

n—=—oo

u svakoj tacki ¢, kao i uslove pod kojima FOURIERov red uniformno konvergira ka
funkciji f.
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Periodi¢no produzenje

Primetimo da je suma reda sa desne strane u (17) periodi¢na funkcija sa peri-
odom 27. To znaci da ako (17) vazi na segmentu (—m, 7], onda ova jednakost
vazi i za svako R pod uslovom da se funkcija f periodiéno produzi na R. Dva
primera takvog produZenja data su na slici 60. Ako je funkcija f neprekidna na
(—m, 7], njeno periodi¢no produzenje na R biée neprekidna funkcija ako i samo ako
jelimy_,_,  f(t) = f(nm); usuprotnom slucaju produzena funkcija ¢e imati prekide
u tatkama (2k + 1)m. Na primer, funkcija ¢ — e? je neprekidna, ali njeno peri-
odi¢no produzenje sa (—m, 7] na R ima prekide u svim tackama oblika (2k + 1),
jer je e™™ #£ e™. U nastavku, pod funkcijom podrazumevamo njeno periodi¢no
produZzenje sa intervala (—m, 7] na (—oo, +00).

Slika 60. Periodi¢no produZenje neprekidne funkcije u sluc¢ajevima kada je a)

J(=ms) = [(m); b) f(~ms) # f(). (sperpro)

Napomenimo da je izbor intervala (—m, 7] stvar dogovora; umesto toga moze se
uzeti proizvoljan segment duzine 27, na primer (0, 27]. Isto tako, svejedno je da li
posmatramo funkeije na (—m, 7] ili na [—7, 7).

Konvergencija Fourierovog razvoja

Sledeéa teorema, ¢iji dokaz izostavljamo, daje dovoljne uslove pod kojima jednakost
(17) vazi u svakoj tacki. Podsetimo se da su funkcije o kojima se ovde govori u
opstem slucaju kompleksne funkcije realnog argumenta, tako da je

f(t) = u(t) +iv(t), () =/ (t) + ' (¢), t€R.

Teorema 5.7 (i) Ako je funkcija f neprekidna u tacki a i ima konacan levi i desni
izvod u toj tacki, onda FOURIERov red funkcije f u tacki t = a konvergira ka f(a),
odnosno vazi jednakost (17) za t = a.

(ii) Ako funkcija f u tacki a ima prekid prve vrste i ako postoje konac¢ne graniéne
vrednosti

lim f/(¢t) i lim f'(t),

t—a_ t—ay
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onda FOURIERov red u tacki a konvergira ka vrednosti (f(a—) + f(a))/2, tj, vazi
Jjednakost

—+oo
Z cneint — f(a’—) ;— f(a-‘r)

n=—oo

U primenama se uglavnom pojavljuju funkcije f koje su svuda neprekidne i
diferencijabilne osim u komaéno mnogo tacaka u kojima f ili f’ imaju izolovane
prekide prve vrste. Takve su sve funkcije ¢iji se grafik moze nacrtati. Formalna
definicija je sli¢na definiciji glatke krive.

Definicija 5.3 Za funkciju f definisanu na nekom intervalu I = (a,b] kazemo da
je deo po deo neprekidna ako postoji podela intervala I tackama a = ag <
a; < -+ < ap_1 < a, = b, tako da je funkcija f neprekidna na svakom otvorenom
intervalu (a;—1,a;) I u svakoj tacki a; (1 < i < n — 1) postoje konacne granicne
vrednosti f(a;_) 1 f(aiy), dok u tackama a ib postoje f(a4) I f(b_) respektivno. Za
funkciju kazemo da je deo po deo diferencijabilna ako je deo po deo neprekidna
i ako je njen izvod f' deo po deo neprekidan. Za funkciju sa periodom 27 kazemo
da je deo po deo neprekidna (ili diferencijabilna) ako je deo po deo neprekidna
(diferencijabilna) na (—m, 7].

Iz teoreme 5.7 dobija se sledete jednostavno pravilo.

Teorema 5.8 Ako je funkcija f periodi¢na sa periodom 27 i deo po deo diferen-
cijabilna, onda u svakoj tacki t € R vazi da je

400
3 e = ft-) ‘; f(t+)7

n=—oo

gde su ¢, (n=0,+1,£2,...) FOURIERovI koeficijenti funkcije f.

Primer 107. Neka je f(t) = €' gde je a € C, a ¢ Z. FOURIERovi koeficijenti
ove funkcije su

1 /M, ; /M.
Cp=— elato—int qp — / ez(afn)t dt
2 J_ . L

—T

_ 1 (e(afn)ﬂ'i o ef(afn)fri) _

~ 2i(a—n)T

sin(a — n)w

(a —n)w

Kako je na intervalu (—m, ) data funkcija neprekidna, imamo da je

, - <t<m.

—+oo .
eiat _ Z sm(a — n)ﬂ-eint

(a —n)w

n=—oo
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Grupisanjem simetri¢nih ¢lanova sa istim |n|, dobijamo, posle sredivanja:

. +o00o . .
; sinar [ 1 (=1)"(acosnt + in sinnt)
18 iat _ Z 49 .
(18) e (a + n§:1

7r a? —n?

U tacki t = 7, funkcija koja se dobija kao periodi¢no produzenje date funkcije ima
prekid prve vrste: f(m_) = €™, f(my) = e " tako da je

flmo)+ f(ry)
2

= cosam

i iz desne strane razvoja (18) za t = 7w dobijamo da je
. +oo
sinam [ 1 1
cosam = —+ 2a — | .
T (a ; a? — n2>

Parsevalova jednakost

Kako je ¢, = (f,en)/V2m, teorema 5.6 primenjena u HILBERTovom prostoru
Ly[—7, 7] daje

+oo T
(19) S Jeal? = %/ FORE) dt.

n=—oo -m

Veza izmedju Fourierovog i Laurentovog razvoja

FoURIERoOVi razvoji imaju veliki teorijski i praktican znacaj. Njihovom primenom
se veoma slozene funkcije mogu aproksimirati jednostavnim trigonometrijskim
funkcijama. Ideja je slicna kao kod TAYLORovih razvoja, gde se funkcija aproksimira
polinomom, ili LAURENTovih razvoja, gde se dobija aproksimacija racionalnom
funkcijom. U stvari, FOURIEROV razvoj se moze dobiti iz LAURENTovog razvoja na
sledeéi nacin. Neka je z — g¢(z) regularna funkcija u oblasti 0 < |z| < R, gde je
R > 1. Tada, kao $to znamo iz Kompleksne analize, vazi LAURENTOV razvoj po
stepenima z:

N e _ 1 9(2)
g(z) = Z cnz”, Cn =5 o dz.
n=-—0o I=|

Ako se ovde stavi da je z = €' i g(2) = f(t), onda je 2" = €™, dok se za koeficijente
¢, dobija
1 g . 1 4 -
- t —(n+1)t, it dt = — et d¢.
S = (t)e ie o | ft)e
Prema tome, FOURIERov razvoj funkcije ¢t — f(¢) je ustvari LAURENTov razvoj
funkcije z — g(z) u okolini nule, pri ¢emu je z = e i g(z) = f(t). Medutim, ova
veza vazi samo za slucaj kada se f(t) moze predstaviti kao regularna funkcija g(z),
tako da FOURIERovV razvoj ima Siru oblast primene, jer se regularnost ne zahteva.
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Na primer, za funkciju f(t) = €%, ¢iji smo FOURIERov red nasli u primeru 107,
odgovarajuéa funkcija g je g(z) = 2% (2 = €); medutim, ova funkcija za a € Z nije
regularna oko nule, tako da se ne moze razviti u LAURENTov red.

Znacaj Fourierovih razvoja u elektrotehnici

U elektrotehnici predstavljanje funkcije pomoé¢u FOURIEROvVOg razvoja ima znacajnu
ulogu u analizi i sintezi periodi¢nih signala bilo kakve prirode. U matematici je
polinom najjednostavnija funkcija, jer se njeno izra¢unavanje svodi na osnovne
racunske operacije. Ulogu polinoma u matematici, u elektrotehnici imaju funkcije
e’ odnosno trigonometrijske funkcije cosnt i sinnt, kao i uopste coswt i sinwt,
za proizvoljno w € R. Njihovo generisanje i reprodukovanje je u elektrotehnici
izuzetno jednostavno, jer se dobijaju kao talasni oblici naizmeni¢nih struja frekven-
cije w u vremenu t. Teorija FOURIERovih razvoja nas uverava da se svaki peri-
odi¢ni signal periode T' = 27 (¢ija je vremenska trajektorija deo po deo diferencija-
bilna, a takvi su svi signali koji se fizicki mogu realizovati) moze prikazati kao zbir
beskona¢nog reda trigonometrijskih funkcija ¢ije su periode +o00,T,T/2,T/3,T/4
itd. Jednostavnom smenom promenljive moze se videti da isto vazi za proizvoljno
T. Funkcije koje efektivno ucestvuju u FOURIERovom razvoju (sa koeficijentom
koji nije nula) zovu se harmonici. S obzirom na Parsevalovu jednakost (19),
red > |e,|? je konvergentan, §to znaci da ostatak posle n-tog ¢lana tezi nuli kad
n — 400 pa amplituda harmonika (|c,|) tezi nuli. U praksi je dovoljno nekoliko
harmonika da bi se dobro aproksimirao dati periodi¢ni signal (videti primer ?7).
Ove c¢injenice su razlog §to je tehnika FOURIERovih razvoja i FOURIERove transfor-
macije (koju éemo izucavati kasnije u ovom tekstu) neizostavno orude svakoga ko
se bavi elektrotehnikom.

5.2.2 Fourierov red u trigonometrijskom obliku
Fourierovi koeficijenti u trigonometrijskom obliku

Kompaktan zapis FOURIERovog reda u obliku Y ¢, e se éesto zamenjuje sumom
po trigonometrijskim funkcijama, pri ¢emu se dobija red bez negativnih indeksa, $to
daje pregledniju predstavu o ponaSanju funkcije f, pogotovu ukoliko je f realna
funkcija. U primeru 107 smo pretvorili kompleksan oblik FOURIERovog reda u
trigonometrijski. U opstem sluc¢aju imamo da je

+oo —+oo
Z cne™ =cy+ Z cn(cosnt 4+ isinnt) + c_, (cosnt — isinnt)
n=-—o00 n=1
—+oo
=c¢p+ Z(cn + ¢_p)cosnt +i(c, — c_p)sinnt.
n=1

Uvedimo oznake:
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1 ™
Ao=co= [ [f(t)dt,
2 J_,
1 " int —int 1 "
An:cn—i—c,n:z— f@) (e +e7™) dt = = f@)cosntdt, n=1,2./.
T J_x T J_x
. ™ . . 1 ™
B, =i(ch—c_p) = 2i/ f@) (et —e™™) dt = = f@W)sinntdt, n=1,2{...
T J_x T J_x

Koeficijenti A, i B, se takode nazivaju FOURIERovim koeficijentima funkcije f.
Ukoliko je f realna funkcija, onda su i ovi koeficijenti realni, sto je dodatna prednost
trigonometrijskog oblika. FOURIERoV razvoj u trigonometrijskom obliku glasi

+oo
ft)=A0+ Z(A" cosnt + By, sinnt)

n=1

i vazi pod uslovima teoreme 5.7.
Pretpostavimo sada da je f realna funkcija. Ako se koeficijenti ¢,, izraze pomocéu
A, i B,, dobija se
A, +1iB, A, —1iB,
- 2 ) cn - 2 )

odnosno, s obzirom da su A,, i B,, realni,

Cn

Sada iz (19) dobijamo PARSEVALovu jednakost za realnu funkciju:

+o00 T
1
2 242 A2 + B =— 2(¢t) dt.
(0) 0+;( n+ n) T 77rf()

Primer 108. FOURIERove koeficijente je obi¢no lakSe izracunati u kompleksnom
obliku, jer to zahteva izracunavanje samo jednog integrala. Iz kompleksnog oblika
mogu se, kao $to smo naveli, dobiti koeficijenti u trigonometrijskom obliku, ako nam
je to potrebno. Posmatrajmo na primer razvoj funkcije f(t) = ¢ , tj. periodi¢nog
produv zenja ove funkcije sa (—m, 7] na R. Za ovu funkciju je

I T A A G DL OF ]
cn—% te dt—{o neo

—T

Odavde je

2
Ay=c9=0, Ap=chn+c_pn=0, B,=ilchp —c_p)= (—1)"_177 n>1.
n
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Prema tome, imamo da je

= sin nt
t=2) (1) t—r —m <t :
> (1) - (—m < t<m)
n=1

Primer 109. U ovom primeru ilustrovaéemo primenu FOURIERovih razvoja u
aproksimaciji funkcija. Ideja: periodi¢na funkcija koja se na (—m, w) dobro aproksimira
sa nekoliko harmonika. Uzeti upravo prethodni primer: zupcasta funkcija koja se
dobija kao periodi¢no produzenje od z i nekoliko sinusoida preko nje.

Razvoji parnih i neparnih funkcija

Pretpostavimo da je funkcija f periodi¢na sa periodom 27 i da je parna, odnosno da
je f(=t) = f(t). U tom slucaju je funkcija t — f(t) sin nt neparna za svako n, tako
da je njen integral u simetri¢nim granicama jednak nuli. Prema tome, FOURIEROV
razvoj parne funkcije sadrzi samo kosinusni deo. Analogno tome, FOURIEROV razvoj
neparne funkcije sadrzi samo sinusni deo. Osim toga, lako je videti da je periodi¢no
produZzenje neprekidne parne funkcije neprekidna funkcija na R, jer je f(—m) =
f(m). S druge strane, ako je f neparna i neprekidna, njeno periodi¢no produzenje
ima prekide u tackama (2k+ 1)7, osim u sluc¢aju kada je f(—m) = f(7w) = 0. Dakle,
FOURIERoOv razvo] neprekidne i parne funkcije f konvergira ka f(z) u svakoj tacki
segmenta [—, 7|, dok FOURIEROV razvoj neprekidne neparne funkcije f konvergira
ka f(x)samozax € (—m, ), osim ako je f(—m) = f(r) = 0. Formule za koeficijente
razvoja mogu se, koriste¢i se osobinama integrala i parnoséu funkcija, napisati u
slede¢em obliku.

Parna funkcija:

Aozl/ﬂf(t)dt, An:z/ﬂf(t)cosntdt7 (n>1) B,=0(n>1).
0 ™ Jo

s

Neparna funkcija:

Ap,=0(n>0), ang/ f(@)sinntdt, (n>1).
T Jo

Primer 110. Nadimo FOURIERov razvoj funkcije f(t) = t? na [—m,7]. Data
funkcija je parna, tako da razvoj sadrzi samo kosinuse. Koeficijenti u razvoju su:

1 (7 2 2 (7 4
Aozf/ t2 dt:7r—7 An:f/ t2cosntdt:(—1)"—2 (n>1).
T Jo 3 T Jo n

Prema tome, za svako t € [—m, 7] vazi razvo]

cosnt
(21) ="y ()n
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Primer 111. Interesantno je da se primenom FOURIERovih razvoja mogu sumirati
redovi ¢iju bi sumu ponekad bilo nemoguée naéi na drugi nacin.
Na primer, ako se u razvoju (21) stavi da je t = 7, dobija se da je

ST
—n 6

Na slican naéin se mogu izracunati i sume redova oblika > 1/n*, gde je k > 2
prirodan broj.
Parsevalova jednakost (20) je takode izvor raznih sumacionih formula.

Razvoji na segmentu [0, 7]

Ako je funkcija f zadata samo na segmentu [0, 7], prethodni razvoji ostaju u
vaznosti ako se primene na funkciju ¢ definisanu na segmentu [0, 7] kao g(t) = f(¢)
i na segmentu [—, 0] proizvoljno. Razvoji funkcija f i g se onda poklapaju na seg-
mentu [0, 7], gde se i funkcije poklapaju. Zahvaljujuéi proizvoljnosti u definisanju
funkcije g na segmentu [—m, 0], postoje tri u principu razli¢ita razvoja koja se ovako
mogu dobiti. To su:

- razvo] koji sadrzi samo kosinuse (ako je g parna funkcija),
- razvoj koji sadrzi samo sinuse (ako je g neparna),

- razvo] koji sadrzi i sinuse i kosinuse (ako g nije ni parna ni neparna).

Slika 61. Tri nacina produZenja funkcije f sa [0, 7| na [—7,w|: produZena funkcija
moze biti a) parna; b) neparna; ¢) ni parna ni neparna. (sparnep)

Primer 112. U primeru 108 nasli smo FOURIERov razvoj funkcije f(t) = t na seg-
mentu [—m, 7]; kako je ovo neparna funkcija, razvoj sadrzi samo sinuse. Medutim,
na segmentu [0, 7], ova funkcija se moze razviti i u red po kosinusima. Neka je
g(t) = |t|, t € [-m,7]. Ovo je parna funkcija, tako da FOURIERov razvoj sadrzi

samo kosinuse:
cos(2k — 1)t
9B =5-7 Z (2k — 1)2
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Kako je g(t) =t za t € [0, 7], ovo je razvoj funkcije f(t) = ¢ na segmentu [0, 7].

Razvoji na segmentu [—[,!]

Segment [—m,x] (ili bilo koji segment duzine 27) je prirodan zbog periodi¢nosti

trigonometrijskih funkcija. Za funkciju koja je periodi¢na sa periodom 7T, prirodno

je da se posmatra segment [, ], gde je | = T'/2. Jednostavnom smenom promenljive
t =mn7/l, gde t € [—m, 7], 7 € [=1,1], u integralnim formulama koje smo izveli za

segment [—, 7], dobijaju se formule za segment [—I,[]. Radi kompletnosti, ovde ih

navodimo neke od formula.

Fourierov razvoj na segmentu [—[,!]:

e Ortonormirana baza u Lo[—1,[]:

5.2.3 Ne znam dobar naslov
Uniformna konvergencija Fourierovog reda
Aproksimacija funkcije trigonometrijskim polinomima

Ponasanje koeficijenata Fourierovog reda u zavisnosti od glatkosti funkcije



Glava 6

Fourierova 1 Laplaceova
transformacija

Transformacije iz ”vremenskog” u ”frekventni” domen olaksavaju posao mnogim
primenjenim matematicarima. Diferencijalne jednacine se pretvaraju u
algebarske, konvolucije postaju proizvodi, itd. Cena koju placamo jednostavnosti
nije velika: treba samo naci transformaciju i njoj inverznu.

211
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6.1 Laplaceova transformacija

6.1.1 Definicija i egzistencija Laplaceove transformacije

Opsta ideja kod LAPLACEove i ostalih sli¢nih transformacija je da se za funkciju f
realne promenljive ¢ definiSe funkcija kompleksne promenljive s pomoéu integrala

+oo
F(s) = K(s,t)f(t)dt,

— 00
gde je K data funkcija promenljivih s i ¢ (tzv. integralno jezgro). Funkcija f se
naziva originalom, a njoj odgovarajuca funkcija F' se zove slika. Transformacija
je odredena izborom funkcije K. U primenama se ¢t obi¢no interpretira kao vreme,
pa se kaze da se funkcija f transformiSe iz vremenskog u kompleksan domen. U
nekim transformacijama se za domen uzima samo imaginarna osa, s = iw, w € R,
Sto se u obradi signala interpretira kao frekvencija, a za transformaciju se onda kaze
da preslikava funkciju f iz vremenskog u frekventni domen.

Definicija 6.1 LAPLACEova transformacija funkcije t — f(t) je funkcija s — F(s)
definisana sa

+o00
(1) F(s):/o etf()dt,  seC.

Ako je F LAPLACEova transformacija funkcije f, koristimo oznaku F = L(f)
ili manje preciznu, ali informativniju notaciju F(s) = L(f(t)).

Nesvojstveni integral u (1) moze da konvergira ili da divergira, zavisno of
funkcije f. Skup kompleksnih brojeva s za koje ovaj integral konvergira zove se
oblast konvergencije LAPLACEove transformacije.

Primer 113. 1° Ako je f(t) = e’ tada je (sa s =a+1ib):
‘eiStf(tM _ ‘efibt . efat7t2| _ 67(t+a/2)2 _ea2/4'
Kako je funkcija t — e~ (t+a/2)° integrabilna na (0, +00) za svako a € R, zaklju¢ujemo
da integral (1) postoji za svako s € C.
2° Za funkciju f(t) = e dobijamo da je

“+oo
F(a+ib) = / e @Dt (cos bt — isin bt) dt
0
+oo —+oo
= / e~ @Dt cosbt dt — z/ e~ (@ Dtgin bt dt.
0 0
Oba integrala konvergiraju ako je a > 1, dakle F(s) postoji za svako s € C sa

Re s> 1. ,
3° Za funkciju f(t) = e, integral (1) se svodi na

+oo 5 too )
/ e—stet dt :/ et —at | e—zbt dt
0 0

+oo too
/ em @ e(t=a/2® coshr At — / e /4et=a/2)% gin bt dit.
0 0
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Moze se pokazati da ni realni ni imaginarni deo integrala ne konvergiraju ni za
jedno s = a +ib € C. Prema tome, posmatrana funkcija nema LAPLACEovu
transformaciju ni za jedno s € C.

Definicija 6.2 Kompleksnu funkciju realne promenljive t — f(t) nazivamo
originalom ako su ispunjeni sledeé¢i uslovi:

o f(t)=0zat<0 (kauzalnost);

e Funkcija f je deo po deo neprekidna, zajedno sa svojim izvodima;

e Postoje realne pozitivne konstante M i p takve da je |f(t)| < MePt za svako
t > 0 (uslov maksimalno eksponencijalnog rasta).

Uslov kauzalnosti se postavlja zbog inverzije LAPLACEove transformacije. Sve
fizicki ostvarljive funkcije mogu se smatrati kauzalnim, jer "startuju” od nekog vre-
menskog trenutka. Uslov deo po deo neprekidnosti funkcije i njenih izvoda postavlja
se zbog integrabilnosti na kona¢nom segmentu. Na kraju, uslov maksimalno ek-
sponencijalnog rasta je dovoljan za konvergenciju nesvojstvenog integrala kojim se
definise LAPLACEova transformacija u poluravni Re s > p, kao §to éemo videti u
teoremi 6.1. Iz ovog uslova izlazi i da je funkcija f ograni¢ena u oblasti ¢ > 0.
Napomenimo da su postavljeni uslovi samo dovoljni za egzistenciju LAPLACEove
transformacije, i da se mogu postaviti i opstiji dovoljni uslovi koji obuhvataju siru
klasu funkcija.

Teorema 6.1 Ako su za funkciju f ispunjeni uslovi definicije 6.2, njena LAPLACEova
transformacija F(s) postoji za svako s = a + ib za koje je a > p. Integral (1) apso-

Iutno i uniformno konvergira u svakoj poluravni Re s > ag, gde je ag > p.

Dokaz. Neka je ag > p i neka su ispunjeni uslovi iz definicije 6.2. Za s = a + b,
ako je a > ag imamo da je

e ()] = e f(t)] < MelPmeolt,

Kako je

—+oo
/ MeP—a0)t qp — < +00,
0
prema WEIERSTRASSovom kriterijumu integral (1) apsolutno i uniformno konver-
gira u oblasti Re s > ag. Ako je s = a + ib proizvoljan kompleksan broj takav da
je a > p, tada sa recimo, ag = (a + p)/2 imamo da je Re s = a > ag > p, tako da
integral (1) postoji u tacki s.

ag —p

Sledeca teorema, koju dajemo bez dokaza, tvrdi da je F regularna funkcija.
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Teorema 6.2 Ako su za funkciju f ispunjeni uslovi definicije 6.2, njena LAPLACEova
transformacija F(s) je regularna funkcija kompleksne promenljive s u poluravni
{s € C|Res > p}.

U nastavku ovog odeljka, uvek pod funkcijom f(¢) podrazumevamo njenu kauzalnu
modifikaciju, tj. funkciju f(t)H(t), gde je H HEAVISIDEova funkcija (H(t) = 1 za
t>0iH() =0zt < 0). Na primer, kada govorimo o funkciji f(t) = e,
podrazumevamo da je f(t) =0zat <01 f(t) =€’ zat > 0.

Primer 114. 1° Funkcija f(t) = e’ je original; uslov eksponencijalnog rasta je
zadovoljen sa M = 11ip = 1. Prema teoremi 6.1, LAPLACEova transformacija F'(s)
ove funkcije postoji za Re s > 11

+o0 1
F(s) = / e~ (Dt qp = .
0 s—1

2° Ponekad se posmatra i tzv. dvostrana Laplaceova transformacija, koja
je definisana integralom (1) u granicama od —oco do +00. U tom slucaju funkcija f
ne mora da bude kauzalna, ali se oblast konvergencije integrala suzava. Na primer,
funkcija ¢ — e* nema dvostranu transformaciju ni za jedno kompleksno s. Zaista,
kako je

+oo B )
/ e Stet Qb = . gn-}_oo 6(17a)tefzbt dt, (S —a+ Zb)

vidimo da je za konvergenciju kad e — +00 potrebno da bude 1 —a > 0, dok je za
konvergenciju kad 5 — 400 potrebno 1 —a < 0.

3° Potencijalna funkcija t — t* (a € R) je original za a > 0, dok za a < 0 ima
prekid druge vrste u nuli. Medutim, pokaza¢emo da LAPLACEova transformacija
ove funkcije postoji ako je a > —1. Po definiciji je

+oo 1
F(s) = / e S dt = —— / e 2% dz,
0 sttt

gde je uvedena smena z = st i time je oblast integracije postala poluprava L sa
pocetkom u z = 0 i koja prolazi kroz tacku s u kompleksnoj ravni. Prema primeru
100, poslednji integral jednak je I'(a + 1), tako da je

I'(a+1)

LE) == (a> 1),

U posebnom slucaju, za a = 0, nalazimo da je £(1) = 1/s.

Primedba. LAPLACEovu transformaciju nekih originala je nemoguce izraziti
preko elementarnih funkcija. Ovde se ¢esto pojavljuju tzv. specijalne funkcije,
koje nisu elementarne, ali su poznate u matematici, i mogu se izracunati njihove
vrednosti numerickim metodama. Jedna od takvih funkcija je i funkcija I'(¢).
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Zadaci

64. Dokazati da je funkcija ¢t — t2 original. Zatim naéi LAPLACEovu transformaciju
ove funkcije, direktno po definiciji.

Resenje. U zadacima uvek uzimamo kauzalnu modifikaciju, odnosno, posmatramo
funkciju ¢ — t*H(t). Za t > 0 imamo da je
8 1
t 2
1t L s ot
odakle izlazi da je |t?| < 2-e’, za svako t > 0, pa je ispunjen uslov maksimalno eksponen-
cijalnog rasta, sa M = 2 i p = 1. Osim toga, data funkcija je svuda neprekidna, zajedno
sa svim svojim izvodima.
Prema definicji, LAPLACEova transformacija date funkcije je

“+oo
F(s) = / e *'? dt,
0

pri ¢emu Teorema 6.1 tvrdi da je integral konacan u poluravni u kojoj je Res > 1.
Parcijalnom integracijom sa u = t?, dv = e~ ' dt, dobijamo da je

too g e |
+ = / e 't dt.
0 s Jo

2
F(s) = —567“

Za s = a + b, gde je a > 1, imamo da je

[P = |[tPe e | = %" - 0 kad s — oo,
odakle je
2 [T
F(s) = 7/ S dt,
$Jo

a sa jos jednom parcijalnom integracijom dobijamo da je F'(s) = S% Primenjeni postupak
vazi i za svako s za koje je Re s > 0.

65. Neka je f(t) = L(t*). Nadi a ako je F(t) = Cf(t) za neko C € R, a zatim odrediti
C.

[a=—1/2, L(t7Y?) =T(1/2) - s~ V2, T(1/2) = /7. ]

66. Dokazati da su sledece funkcije originali: sint, 2 log(1 +t).

67. Koje od sledeé¢ih funkcija su originali: ¢ — 1/t t — 1/(1+t)2, t — 1/(1 — )??
Resenje. Ako je f original, mora biti |f(t)] < Me"" za svako t > 0, &to znadi
da je f ogranicena u okolini svake tacke ¢t > 0. Funkcije t — 1/t* i t — 1/(1 —t)* ne
ispunjavaju taj uslov u okolini tacaka ¢ = 0, odnosno ¢ = 1, pa one nisu originali. Funkcija
t + 1/(1 4 t)? jeste original; uslov maksimalno eksponencijalnog rasta je ispunjen, jer je

m<1:1'60.t.

68. Da li su originali funkcije ¢ —s eV it — et ?
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69. Moze li funkcija koja nije original da ima LAPLACEovu transformaciju?
[ Moze. Na primer, funkcija ¢ — 1/+/t nije original, ali ima LAPLACEovu
transformaciju. |

70. Ako je funkcija f original, da li i izvod f’ mora biti original? Da li primitivna
funkcija f; f(u) du mora biti original? Navesti primere.
Uputstvo. Ako je funkcija f original, tj. ako zadovoljava uslove definicije 6.2, onda

i izvod i primitivna funkcija zadovoljavaju prva dva uslova. Treéi uslov je zadovoljen za

integral (dokazati!), ali ne obavezno i za izvod. Na primer, funkcije ¢+ /£ it sin% su

originali, ali njihovi izvodi nisu.
6.1.2 Osobine Laplaceove transformacije

Ovde navodimo niz osobina LAPLACEove transformacije, koje su od sustinskog
znacaja u primenama. U sledeé¢im teoremama pretpostavljamo da su sve funkcije
koje se pominju originali (tj. da su ispunjeni uslovi definicije 6.2), kao i da komplek-
sna promenljiva s ima dovoljno veliki realni deo kako bi postojale transformacije
svih funkcija koje uc¢estvuju u izrazima.

Teorema 6.3 Linearnost. Ako su f; i fo originali i ako su « i 8 proizvoljni
kompleksni brojevi, tada je funkcija af1 + B f2 takode original i vazi da je

L(afi+ Bf2) = aLl(f1) + BL(f2).

Ova osobina proizilazi neposredno iz osobine linearnosti integrala kojim se definise
LAPLACEova transformacija, pa izostavljamo formalan dokaz.

Teorema 6.4 Pomeranje Ako je F = L(f), tada je
L(e™f(t)) = F(s—a), a e C.

Dokaz. Imamo da je

+oo +oo
E(e‘“f(t)):/o e-sfeatf(t):/o e~ E(1)) = F(s — a).

Primer 115. U primeru 114 nasli smo da je £(1) = 1/s. Otuda je, prema teoremi
0 pomeranju,
L(e™)=1/(s—a), a€C.

Dalje, koristeéi linearnost, dobijamo da je

et f e 1 1 1 s
t) = B — = — =
L(cost) E( 3 ) 2<s—i+s—|—i) T

dok na slican nac¢in nalazimo da je

et — et 1 1 1 1
Lsint)=£ (S8 )= = - - .
(sint) ( 2i > 2i <s—i s+i> 2+ 1
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Teorema 6.5 Slicnost. Za svako a > 0 vazi da je
1
L(f(at)) = - F(s/a),

gde je F(s) = L(f(t))-
Dokaz. Neposredno dobijamo da je

+oo +oo
L(f(at)) :/0 = f(at) dt = é/o e=2/a f(2) dz = éF(s/a).

Primetimo da je ovde bitno da bude a > 0, jer se funkcija f anulira za negativne
vrednosti argumenta.

Primer 116. Kako je £(cost) = s/(s*>+1), primenom teoreme o sli¢nosti nalazimo
da je

1 s/w s

w(s/w)2+1 2+ w?’

gde je w > 0. Na isti nacin, iz L£(sint) = 1/(s% + 1) dobijamo

L(coswt) =

. w
C(Sln (JJt) = m

Znajuéi da je L(e') = 1/(s — 1), dobijamo da je

1
L(e™) = a>0.

’
s—a

Teorema 6.6 Diferenciranje originala. Ako je funkcija f original i ako je
L(f)=F, onda je
L(f'(t)) = sF(s) — f(0)

i uopste, za sliku n-tog izvoda vazi
LFM(1) = s"F(s) =" f(0) = s"2f/(0) = --- — s f 72 (0) — F"71(0).

Dokaz. Pretpostavljajuéi da su f i f’ originali, primenom parcijalne integracije
u integralu kojim se definise LAPLACEova transformacija funkcije f’, dobijamo da
je
+oo

+00 Foo
(' (1) = / W =@ | s / e f(1) dt
— lim e f(t) — £(0) + sF(s) = —f(0) + F(s),

t—+oo

jer zbog pretpostavki iz definicije originala, za Re s > p
lestf(t)] < Me~(Res=P) 0 kad t — +oo.

Ovim je dokazana formula za sliku funkcije f’. Formula za sliku funkcije f™ za
proizvoljno n dokazuje se matematickom indukcijom.
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Primer 117. Primenom teoreme o diferenciranju originala diferencijalne jednacine
sa konstantnim koeficijentima svode se na obi¢ne algebarske jednacine. Posmatra-
jmo jednagcinu sa pocetnim uslovima

y'—y=1, y(0)=y'(0)=0.
Primenom LAPLACEove transformacije na obe strane ove jednacine, znajuéi da je
L(1) = 1/s, uz oznaku F(s) = L(f(t)), dobijamo
1

s2F(s) — F(s) = é, odnosno F(s) = oG

Dalje, razlaganjem na parcijalne razlomke dobijamo da je
1 1 1

Fo) == 2670 5

Ovo je LAPLACEova transformacija reSenja date diferencijalne jedna¢ine. Da bismo
nasli resenje u ,vremenskom domenu ” treba odrediti funkciju f(t) takvu da je
F(s) = L(f(t)). U primeru 116 nasli smo da je £L(e**) = 1/(s — a), pa primenom
linearnosti dobijamo da je
1 1
t)= e+ et~ 1.
f(®) 5¢ + 5¢

Teorema 6.7 Diferenciranje slike. Ako je L(f) = F, onda je
LE"f(t) = (~)"F™(s),  n=1,2,...

Dokaz. U oblasti u kojoj je F(s) regularna funkcija imamo da je

—+o0

“+o0
FOs) = [ e p@ae= (-1 [ et (o de= (<)L ),

0 0

¢ime je teorema dokazana. Diferenciranje pod integralom je dozvoljeno jer je inte-
gral uniformno konvergentan (teorema 6.1).

Primer 118. Ako je f(t) = te?, prema teoremi o diferenciranju slike nalazimo da

je /
Fo =~ () = o

Na isti nacin dobijamo da je

2s s2—1

L(tcost) = Wﬁ(t sint) = Erie

Teorema 6.8 Integracija originala. Ako je L(f) = F, tada je

c </Otf(7- d7-> - éF(s).
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Dokaz. Neka je g(t) = fot f(rdr ineka je G = L(g). Tada je ¢'(t) = f(t) i
L(¢') = F. Dalje, kako je g(0) = 0, prema teoremi o diferenciranju originala imamo
da je L(¢'(t)) = sG(s), odnosno da je G(s) = F(s)/s, §to je i trebalo dokazati.

Sledeca teorema odnosi se na integraciju slike. Ako je F' regularna funkcija u
nekoj oblasti koja sadrzi polupravu Im z = b, Re z > 0, onda u toﬂé oblasti postoji
primitivna funkcija za funkciju F i moze se definisati integral [;"* F(z) dz, kao
integral po polupravoj Im z =Im s, Re z > 0.

Teorema 6.9 Integracija slike. Ako je FF = L(f) i ako za s = a + ib postoji

f+oo+ib F(u) du, onda je
L <f§t)> = /:OC F(u) du.

a-+1b
Dokaz. Dokaz. Polazeéi od definicije LAPLACEove transformacije, dobijamo

/:Oo F(u) du—/joo /Om e " f(t) dt du_/0+oo f(t) (/:OO e vt du> dt

+oo
z/ eiStM dt,
0

t

¢ime je tvrdenje dokazano.

Teorema 6.10 Kasnjenje. Ako je L(f) = F, onda je
Lf(t-m) = F(s), >0,

Dokaz. Zbog kauzalnosti, funkcija f jednaka je nuli ako je njen argument manji
od nule. Stoga je

—+oo

“+oo
/.Z(f(t—r)):/o et — 1) dt:/ e~ f(t— 7) dt

+oo —+oo
:/ e f(y) du = e*ST/ e % f(u) du
0 0
=e *TF(s).

Primer 119. Ako je f original, onda je, u skladu sa definicijom originala, f(t) =
f(t)- H(t), tako da je, za 7 >0, f(t —7) = f(t —7) - H(t — 7). Ovu funkciju treba
razlikovati od funkcije f(t — 7) - H(t), koja pocinje od t = 0.

Konkretno, £((t—1)2H(t—1)) = 2¢7%/s%, dok je L((t —1)2H(t)) = L(t* — 2t +
N-—2_241

§3

Teorema 6.11 Periodi¢ni original. Ako je f periodi¢na funkcija sa periodom
T, onda je

Cf(t) = —— / e f(t) dt.

1—esT
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Dokaz. Na osnovu aditivnosti integrala, imamo da je

too f(k+1)T +oo T
‘C(f(t)) = Z/k eistf(t) dt = ZA efs(kTJFT)f(kT + T) dr
k=0

k=0" kT

+o0o T
= e shT e Tf(r)dr
(&)

Sumiranjem geometrijskog reda dobija se trazena formula.
Teorema 6.12 Originali sa parametrom. Neka je L(f(t,a)) = F(s,a), gde je
a realni ili kompleksni parametar. Tada je

» (afg,a)) _ 8F§Za)7

e </ f(t,a) da> - / F(s,a) da,

pri ¢emu pretpostavljamo da su svi izrazi na levim stranama navedenih jednakosti
definisani i konacni.

Dokaz. Sva tri tvrdenja su posledica uniformne konvergencije integrala kojim
se definiSe LAPLACEova transformacija. Detalje dokaza izostavljamo.

Zadaci

71. Neka su fi i fo originali, koji se razlikuju u prebrojivo ili kona¢no mnogo tacaka
t1,ts, ... Dokazati da su LAPLACEove transformacije ove dve funkcije iste.

72. Neka je I4(r) indikator skupa A, tj. funkcija koja je jednaka jedinici ako = € A i
nuli inace. Dokazati da je

H(zx —a)— H(x —b) = Ijop(x), Hb—z)—H(a—1z)=I4(x),
H(x —a)H(b—x)=Ia4(r), (1-H(a—z))(1—-H(z—>))= I, a <b.
73. Naéi L(f(t)), gde je
t—6, 6<t<7,

fy=¢8—t, 7T<t<S§,
0 inace.

Resenje. Imamo da je

f@) =t —6)I15,7)(t) + (8 = t)I[7,8)(t)
(t—6)(H(t—6)—H{t—-7)+@8—=t)(H(t—7)— H(-23))
(t—6)H(t—6)—2(t—T)H({t—-T)+ (t —8)H(t—38).
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Prema osobini kasnjenja, imamo da je £((t — T)H(t — 7)) = e~ °7 %, odakle je

LU= 5 (7% =27 +e7™) =

(6733 _ 6743)2
52 '

52
74. Naé¢i LAPLACEovu transformaciju funkcije ¢ — | sin .
ResSenje. Data funkcija je periodi¢na sa periodom 7, pa je njena LAPLACEova trans-

formacija data sa

1 T 1+4+e ™
F(S):m‘/o (& Slntdt:(l—‘—sQ)(l—e_"S)'

6.1.3 Konvolucija funkcija

Neka su f i g realne funkcije definisane na R. Ako za svako t € D C R postoji
integral

+oo
@) nt) = [ 1t~ wglu) du

— 00
ovim integralom je na domenu D definisana jedna funkcija promenljive t; ona se
naziva konvolucijom funkcija f i g, u oznaci h = f * g.

Primer 120. 1° S obzirom da je konvolucija definisana kao nesvojstveni integral,
ako se funkcije f i g ne anuliraju na nekim intervalima, moze se dogoditi da kon-
volucioni integral divergira za svako t, i da konvolucija nije uopste definisana ni za
jedno t € R. Takav je slucaj, recimo, sa konvolucijom bilo kakvih stepenih funkcija
f&) =t"™ig(t)=1t", zam,n>0.

2° Konvolucija funkcija t — ¢t it e~t je

+o0 5 +oo R +oo R
/ (t—u)e ™ du= t/ e " du — / ue™ " du = ty/7,

—0o0 — 00 — 00

gde smo iskoristili ¢injenicu da je

+oo 2
/ e du = /7.

3° Neka je f(t) = e tigt) =e?zat>01if(t)=gt) =0zt <O
Odredi¢emo konvoluciju h = f x g. Prema definiciji ovih funkcija, f(t —u) = 0 za
t —u < 0, odnosno za u > t, dok je g(u) = 0 za v < 0. Stoga je f(t —u)g(u) =0
zau g (0,1, pa je

t t
h(t) = / e~ (W2 gy = e_t/ e ldu=et(l—e ) =et —e %, O
0 0

Konvolucija, kao operacija definisana nad funkcijama, ima veoma Siroku pri-
menu u raznim oblastima. Na primer, u primenama vezanim za obradu signala,
koristi se svojstvo konvolucije da ,,pegla” funkcije, odnosno povec¢ava njihov stepen
glatkosti. U vezi sa ovim, videti i zadatke 75 i 76.
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Primer 121. Neka je
flx)=1—|z| zazel-1,1]; f(x) =0 inace.

Funkcija f nije diferencijabilna u tackama = = 0, x = +1. Izra¢unavanjem integrala
kojim je definisana konvolucija, nalazimo da je fx*f = h, gde je funkcija h definisana
sa

3\t|3766t2+4 te(-1,1)
— —[t]3+6t%—12t+8
h(t) = § h(t) = ZHEEZ1208 4 0 (91U 1, 2)
0 inace

Nije tesko proveriti da je funkcija h neprekidna i diferencijabilna u svakoj tacki
t € R (videti i sliku 62). O

Slika 62. Efekat konvolucije. (skonp)

U sledecoj teoremi dajemo neke osobine konvolucije.

Teorema 6.13 Osobine konvolucije Na domenu na kome su konvolucije defin-
isane, vazi:
(i) fxg=gx*f (komutativnost)
(i) f+(gxh)=(f+*g)*h (asocijativnost)
(iii) f*(g+h)=fxg+ f*h (distributivnost u odnosu na sabiranje)
(iv) |fxg| < |f|*|g] (nejednakost trougla)

Dokaz. Smenom v =t — u dobija se

+oo

+oo

(Fra)®) = [ ft-wglw)du= [ @)yt~ v)dv=(g+ (0
— 00 — 00

¢ime je dokazana osobina (i). Osobina (ii) dokazuje se pomoc¢u dvojnih integrala, os-

obina (iii) pomo¢u linearnosti integrala, a osobina (iv) pomoc¢u nejednakosti trougla

za integral; detalje ovih dokaza izostavljamo.
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6.1.4 Laplaceova transformacija konvolucije
U delu 6.1.3 definisali smo konvoluciju funkcija f i g kao integral
+oo
/ ft —u)g(w) du.

Ako su f i g kauzalne funkcije, podintegralna funkcija u ovom integralu jednaka
jenuli za uw > t1izau <0, tako da se u ovom sluc¢aju konvolucija f * g svodi na

(3) h(t)z/Jf(t—u du—/f g(t —u) t>0,

pri ¢emu je h(t) = 0 za t < 0. Konvolucija se posebno jednostavno moze odrediti
primenom LAPLACEove transformacije, jer je L(f * g) = L(f) - L(g), kao sto tvrdi
sledeca teorema.

Teorema 6.14 Neka su funkcije f i g originali (u smislu definicije 6.2) i neka su F
i G njihove slike dobijene LAPLACEovom transformacijom. Tada je L(f*g) = F-G.

Dokaz. Imamo da je

ﬁ(f*g):/ </f gt —u du) dt:/()+Oof(u)/u+ooe_5tg(t—u)dtdu:

= [T [T e arau= [ e [ ey an

¢ime je dokaz zavrsen.

Zadaci

75. Neka je f(t) =1zat e [0,1)1 f(t) =0 inace. Naéi konvoluciju f * f po definiciji,
a zatim primenom LAPLACEove transformacije.

Resenje. Data funkcija se moze napisati u obliku
(4) ft)=H(t) - H(t—1),
odakle je (videti zadatak 72)
ft=u)f(u) = (HE —u) = H(t —u—1))(H(u) = H(u = 1)) = Iy —1,n(w) - Ijo,1)(w).

Za fiksirano t, neka je h(u) = I—14(u) - Ijp,1)(u). Ako je t < 01ili t > 2, imamo da je
h(u) = 0 za svako u. Ako je t € [0,1), tada je h(u) = I (u), pa je

/ft—u du—/h(u)du:t, 0<t<1.
0
Ako je t € [1,2), tada je h(u) = I1—1,1)(u), odakle je

/ft—u du—/l(tﬂ,l)(u)du:Q—t, 1<t<2.
0
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Konvolucija f * f se moze izraziti i u obliku jedne formule, i to

frf@)=tlony + (2= 8)Ip = t(H(t) — H(t = 1)) + (2= t)(H(t - 1) — H(t - 2))

(5) =tH(t)—2(t—1)H({t—1)+ (t —2)H(t — 2).
Primenom LAPLACEove transformacije, zadatak se moze resiti na sledeéi naéin. Iz
(4), dobijamo LAPLACEovu transformaciju funkcije f: F(s) = é - éefs. Odavde je

L(f*f)=(F(s)?= Siz — S%efs + 67253%. Inverzne transformacije su:

£t (s%) =tH(t), £} (8%6‘5) =20t-1)H(t-1), L' (S%e‘%) = (t=2)H(-2).

Odavde se ponovo dobija oblik (5).

Primedba. Funkcija f ima u ovom zadatku prekide u tackama 01 1, dok je konvolucija
f * f neprekidna, kao $to se iz reSenja vidi. Ako se uzme jo$ jedna konvolucija, dobiée
se funkcija koja je ne samo neprekidna, veé¢ i svuda diferencijabilna. To ¢emo pokazati u
slede¢em zadatku.

76. Konvolucioni stepen funkcije f definige se kao funkcija f** = f* f* f*---x f,
sa ukupno n konvolucija. Ako je f funkcija definisana kao u zadatku 75, naéi f*3 i
f*4. Pokazati da su obe ove funkcije svuda diferencijabilne.

. 2 _1)2 _9\2 _a\2 %
[/ = GHE) = 2G5 H = 1) + 2P H (= 2) = SR H(E - 3); 1
3 —4
=CH{t) -2t - 1°H({t— 1)+ (t—2)°H(t —2) — 2(t —3)*H(t — 3) + "2 H(t — 4). ]

7'7. Ako su f i g funkcije promenljive ¢, koje su jednake nuli za t < 2, u kojim granicama

se krec¢e konvolucioni integral za ove dve funkcije i za koje ¢ je konvolucija jednaka

nuli?
[Od2dot—2;zat<4. ]

6.1.5 Inverzija Laplaceove transformacije

U prethodnim odeljcima videli smo da se pomo¢u LAPLACEove transformacije neki
teski problemi u vremenskom domenu pretvaraju u lake probleme u komplek-
snom domenu. Posto se dobije reSenje u kompleksnom domenu, treba se vratiti
natrag u vremenski domen, tj. naci original LAPLACEove transformacije kada
se zna slika. Teorijski, od znacaja je Cinjenica da se original uvek moze jedin-
stveno odrediti, primenom formule koju éemo navesti u teoremi 6.15. U prime-
nama se ova formula prakti¢no i ne koristi, ve¢ se inverzija odreduje primenom
tablica LAPLACEove transformacije i pravila koja smo naveli u prthodnom odeljku.
Situacija je ovde ista kao kod nalazenja izvoda ili integrala: iako se izvod i integral
definisu pomoc¢u limesa, za efektivno nalazenje izvoda i integrala koriste se tablice
i pravila diferenciranja, odnosno integracije.

Teorema 6.15 Pretpostavimo da vaze sled¢i uslovi (DIRICHLETovi uslovi):

- Funkcija f je original i postoje pozitivne konstante M ip takve da je za svako
t>0, [f(t)] < MeP";
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- Realniiimaginarni deo f ima kona¢no mnogo ekstremuma na svakom kona¢nom
segmentu [a,b], gde je 0 < a < b < +00.

- Postoji integral [, | f(t)| dt.
Tada je
(©) =5 [ Pt s
2mi b—ico
za proizvoljan realan broj b > p i za svaku tacku t > 0 u kojoj je funkcija f
neprekidna.

Dokaz teoreme 6.15 je slozen i izostavljamo ga. Jedna znacajna posledica ove
teoreme je jedinstvenost LAPLACEove transformacije. Naime, neka su f i g dve
funkcije koje zadovoljavaju DIRICHLETove uslove, pri ¢emu obe funkcije imaju istu
LAPLACEovu transformaciju F. Iz osobine linearnosti LAPLACEove transformacije
izlazi da je L(f(t) — g(t)) = 0, pa se iz formule (6) dobija da je f(t) — g(t) = 0 za
svaku tacku ¢ u kojoj su obe funkcije neprekidne. To znaci da razli¢itim neprekidnim
originalima odgovaraju razli¢ite LAPLACEove transformacije.

Ako je funkcija F' analiticka u celoj kompleksnoj ravni, primenom teoreme o
ostacima iz kompleksne analize, formula (6) svodi se na

(7) J(1) = 3" Res(e™ F(s)),

gde se sumira po svim kona¢nim izolovanim singularitetima funkcije s — F'(s).

1

(s—2)241°
tackama s =244 i s =2 — i, pa se primenom formule (7) dobija

Primer 122. Neka je F(s) = Ova funkcija ima polove prvog reda u

est est e(2+i)t 6(27i)t o
IO=Res eor P RS eoypn ™ T T

1
s24+1
Ako poslednju funkciju nazovemo G(s), onda je F(s) = G(s — 2), pa je na osnovu
teoreme pomeranja, funkcija F' LAPLACEova transformacija funkcije e sint.

Isti rezultat se jednostavnije dobija ako se pode od ¢injenice da je L(sint) =

Primer 123. Zadatak nalazenja inverzne LAPLACEove transformacije nema uvek
reSenja, jer funkcija F' mora da ispunjava odredene uslove da bi bila LAPLACEova
transformacija nekog originala. Na primer, ako stavimo da je s = a + b, dobijamo
da je

“+o0
F(s) = F(a+1ib) = / e *(cos bt + isinbt) f(t) dt.
0

Pretpostavljajuéi da je | f(t)| < MePt, nalazimo da je

+oo
|F(s)| < M/ eP= ¢ dt,
0
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odakle se dobija da je hI_P F(a+1ib) = 0. Prema tome, funkcije 1, s, s, sin s itd.,
a—r—+00

nisu LAPLACEove transformacije nijednog originala (u smislu definicije originala na
strani 213).

6.1.6 Primene Laplaceove transformacije

U ovom delu, u obliku primera prikaza¢emo neke od primena LAPLACEove trans-
formacije u drugim oblastima matematike. Primene se uglavnom zasnivaju na
Cinjenici da se ovom transformacijom izvod pretvara u mnozenje sa nekim ste-
penom promenljive, dok se integral pretvara u koli¢nik. U primeru 7?7 smo pokazali
kako se nalazi partikularno resenje diferencijalne jednacine sa zadatim pocetnim
uslovima. Uradi¢emo jos nekoliko slozenijih primera.

Primer 124. Naéi funkciju ¢t — y(t) za koju je

y'—y =302-1t*),  y0)=y(0)=y"(0)=1

Resenje. Kod ovakvih zadataka podrazumeva se da se reSenje trazi na intervalu
[0, +00); drugacije se ne bi mogla primeniti LAPLACEova transformacija. Transformisana
jednacina glasi
6

3

$SF(s)— sF(s) —s® —s =

w |
w

gde je F(s) = L(y(t)). Odavde je

55+s4+63276_s4+6376_ﬁ+ 1
st(s2—1) ost(s—1) st s—17

F(s) =
Inverzija poslednje funkcije je f(t) = t2 + €', i to je reSenje zadatka.
Primer 125. Naéi opste resenje diferencijalne jednacine

y" — 3y +2y = 4e*".

Resenje. Ako se oznaéi y(0) = a, y'(0) = b, gde su a,b realni brojevi, dobija se
transformisana jednacina:

4
s°F(s) —as — b — 3sF(s) — 3a + 2F(s) = T tj.
4 as+b+3a 4—b—4a —4+b+5a 4
F(s) = = .
e P Y P;) E A 3y P Sl s_2 CEPIE
Uvodenjem novih oznaka C; = 4 —b—4a, C2 = —4+ b+ 5a, i nalazenjem inverzije, dobija

se
y(t) = Cre’ + Coe® + 4te™.
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Primer 126. Nadi funkcije t — x(t) i t — y(t) koje zadovoljavaju sistem jednacina

T=x+2y+t, y=2x+y+t, z(0) =2, y(0) =1.

Resenje. Neka su X(s) i Y(s) LAPLACEove transformacije funkcija = i y. Iz datog
sistema izlazi da je

sX(s)—2=X(s)+2Y(s) + 8%7 sY(s)—1=2X(s)+Y(s)+ Siz,
odnosno
_ 1
(1=5)X+2Y =-2- =,
1
2X+(1-8)Y =—1- .

Na ovaj na¢in smo dobili obic¢an sistem linearnih algebarskih jednacina po nepoznatima
X 1Y, cije se resenje dobija na standardni nacin kao

29 1 1 1 29 1 1 1
X(s) = _ 2 2 y(e) = _ 1
() 18(s — 3) + 2(s+1) 3s2 9s’ (5) 18(s—3) 2(s+1) 3s2 9s

Inverzijom se kona¢no dobija reSenje u vremenskom domenu:

z(t) = i—ze‘% +

—t

Lot 1y =B Lt
2 2 9 YWTIR 2 2

Primer 127. Naéi funkciju t — y(t) tako da za t > 0 vazi da je
t
(8) y(t)=t+ / sin(t — u)y(u) du.
0

ResSenje. Jednacine u kojima se nepoznata funkcija pojavljuje pod integralom zovu
se integralne jednacine. S obzirom na teoremu o integraciji originala, ove jednacine se,
isto kao i diferencijalne, svode na obi¢ne algebarske jednacine.

Zbog svojstva konvolucije imamo da je

L (/ sin(t — uw)y(u) du) = L(sin(t)) - LY =

gde je Y(s) = L(y(t)). Transformisana jadnac¢ina (8) glasi

1 Y (s)
Y = —
52—’—52—1—17

odakle je y(t) =t + %.
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6.2 Zadaci

Tablica Laplasove transformacije

Original Slika
1 1
s
" Tla+1)
t* (a > —1) prsy
eat ]‘
s—a
s
cos at a2
. a
sinat 1 a2
e f(t) F(s—a)
f(at) (%)
a a
tf(t) (=) Fm)(s)
t 1
| rar R (s)
O 8
/

e 5TF(s)
1 T
f sa periodom T' W/o e Stf(t) dt
f sF(s) — f(0)
I s?F(s) — sf(0) = f'(0)
f" s?F(s) — 2 f(0) = sf'(0) — f"(0)

78. Naéi LAPLACEovu transformaciju F(s) funkcije: a) sin®t; b) sin 2tcos3t; c)
cos 2t cos 3t; d) cos® t.

Resenje. I nacin: Pretvaranjem stepena i proizvoda u zbir trigonometrijskih funkcija.
a) Imamo da je sin®t = (1 — cos2t)/2, odakle je F(s) = & — PlecEy e b) Kako je
sin2tcos 3t = % (sin5t — sint), dobija se F(s) = % (ﬁ — 52—11) c) Iz cos2tcos 3t =
1(cos5t + cost), izlazi da je F(s) = % (%% + 92—11) d) Kako je cos®t = cos®t - cost =
1(1 4 cos2t) cost dobija se da je F(s) = ﬁ + =19y
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II nacin: Primenom EULERove formule, dobijamo, na primer, za deo a): sin?t =

o\ 2 _ _
(5 t;j t) =1 — 1% — 17" odakle se dobija da je F(s) = 5= — Z(Jﬁz) — m

1

5 m Ovaj nacin je ocigledno jednostavniji od prvog.

79. Naéi LAPLACEovu transformaciju funkcije e, gde je n € N, a € C.

Resenje. Ovaj zadatak moze se re§iti na dva nacina. I na¢in: Primenom teoreme o

izvodu slike, nalazimo da je L£(t"e*") = (—1)" ( L )(n) = # IT na¢in: Primenom

teoreme o pomeranju, dobija se L(t"e*") = F(s—a), gde je F(s) = L(t") = % Kako
je I'(n + 1) = n!, dobijamo isti rezultat kao i primenom I nacina.

80. Nadéi LAPLACEovu transformaciju F(s) funkcije: a) te?; b) t2ch 2t; c) t3sin 2t; d)
t2ch %t; e) t3 sin?¢.
ResSenje. Sve date funkcije mogu se svesti na linearne kombinacije funkcija oblika

t"e. gde je n prirodan i a kompleksan broj. Dalje se radi na jedan od dva na¢ina
, 8de ] p p J J J

6(853—323)_d

(s2+4)4 ) )

navedena u resenju zadatka 79. Rezultati: a) (S_ll)g; b) (3_12)3 + (54-12)35 c)

1 1 1. 12 12 9652
3 T 323 1 363283 e) Tetn T 2z T Gt

81. Naéi LAPLACEovu transformaciju funkcije

1, 2a <t<a+b,
f) =< -1, a+b<t<2b, (0 <a<b).
0, inace

(€7a5 _ efbs)Q

S

[ ]

82. Na¢i LAPLACEovu transformaciju funkcije f koja na intervalima [0, 2), [3,4), [4,5)
uzima vrednosti 1,2, —1, respektivno, dok je u ostalim tackama jednaka nuli.
1— 6—25 + 26—35 _ 36_4S + 6—53

[ ]

S
83. Neka je f(t) = t? zat € [1,2), f(t) =t3 —4dzat € [2,3)i f(t) = 0 u ostalim
tackama ¢. Naéi F(s).
Resenje. Data funkcija se moze predstaviti u obliku
F@O)=t*(H(t = 1) = H(t = 2)) + (t* = 4)(H(t = 2) = H(t - 3))
=tPHt -1+ —t* —4)H({t—2)+ (4—t*)H(t —3)

Da bismo primenili osobinu kasnjenja, potrebno je da izrazimo prvi sabirak preko stepena
osnove (t— 1), drugi preko (¢ —2), a treéi preko (¢t —3). Na primer, za drugi sabirak dobija
se (2=t —4)H({t—2) = ((x+2)° - (x+2)* —4)H(z) = (2 + 52% + 82)H(z) = g2 (=),
gde je x = t — 2. Slican postupak za prvi i treéi sabirak daje g1(x) = (22 4 2z + 1)H(z),
gdejex =t —11igs(z) = —(2® + 6z +5)H(z), sa x = t — 3. Prema tome, data funkcija
postaje f(t) = g1(t — 1)+ g2(t —2) 4+ g3(¢t — 3), pa je njena LAPLACEova trasformacija data

sa
(2 2 1 o (6 10 8 s (2 6 5
coy=e (grary) e (arara) < (srats)
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84. Nac¢i LAPLACEove transformacije periodi¢nih funkcija: a) t — ¢ — [t], gde je [t] ceo
deo broja t (najveéi ceo broj koji nije veéi od t); b) ¢+ sgn (sint); ¢) ¢ — |cost|.
s+1—¢° 2e75"/2 4 se7 " — s 1—e°7
[a) 2 _ _s 5 ) 2 R ;C) g ]
s2(1 —e®) (1—-3s2)(1—e37) s(1+e57m)

85. Racunajudi konvoluciju funkcija t — P it — ¢4 po definiciji i primenom LAPLACEove
transformacije, dokazati da je za p,q > 0,

L(p)L'(q)

Blp.g) = L(p+q)

1
, gdejel?@xq):l/’tp’wl——ﬂq’ldt
0
Resenje. Neka je, za p,q > —1, t? xt? = g(t). Po definiciji konvolucije, imamo da je
t 1
g(t) = / uP (t —u)? du = Pt / vP(1—v)?dv =t"T' B(p+1,q + 1).
0 0

P(p+1I(g+1)

S druge strane, znajuéi da je L(g(t)) = L(t") - L(t?) = g

inverzije (pomocu tablice), dobijamo da je
(t) = Fp+1I'(g+1) pratl
L(p+q+2)

Poredenjem dva dobijena izraza za g, dobijamo trazenu formulu.

, nalazenjem

86. Odrediti LAPLACEovu transformaciju funkcije ¢ — ch at cos at, gde je a > 0.
Resenje. Zbog osobine slicnosti, dovoljno je resiti zadatak za a = 1:
(e' +e7t) (e + e M) B et D) 4 t(1=i) 4 t(=144) | t(—1-4)
4 N 4 ’

chtcost =

odakle je

L'(chtcost)—l( 1 + L + ! + ! >— s
T 4\s—1—4 s—14i s+1—i s+1+i/) st44

Ako se poslednja funkcija oznaci sa F, onda se LAPLACEova transformacija funkcije ¢ —

ch at cos at dobija kao
1F<£>:44£17_
S a s* + 4a*

87. Odrediti LAPLACEovu transformaciju funkcije ¢ — sh at sin at, gde je a > 0.

[

2a’s ]
s* + 4a*
88. Na¢i LAPLACEovu transformaciju funkcije ¢ — log t.
Resenje. Za a > —1 imamo da je £(t*) = T'(a + 1)/s* ™. Stoga je
(616“) AL(t*) T'(a+1)—T(a+1)logs
£(Z-) = - ,
oa da s
pa se stavljanjem a = 1 u poslednju jednakost, dobija da je
(1) = T(1)log s
—

L(logt) =

Poznato je da je V(1) = —y = —0.577215.. . ., gde je vy tzv. EULERova konstanta.
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teo dz 1
89. Dokazati da je / i arctg —. Na osnovu toga, odrediti LAPLACEovu
z s
.. ) .. sint
transformaciju funkcije t — —
1
[ arctg 3 ]
b sin? 7
90. Naé¢i LAPLACEovu transformaciju funkcije f(t) = / 5 dr.
T

1 2 1 ) 1
[ ;arctg S Zlog(s +4)+ ilogs ]

91. Nadi inverznu LAPLACEovu transformaciju ¢ — f(t) slede¢ih kompleksnih funkcija:
s+3 1 3 52

2) 53—452+35; b) (s—1)3 + (5+2)5; ©) (s2+1)2

Resenje. a) Rastavljanjem na parcijalne razlomke dobijamo

s+3 _ 5+ 3 12 n 1
s3—4524+3s s(s—1)(s—3) s s—1 s—3

Odavde nalazimo da je f(t) = 1 — 2’ + ¢*. b) Iz tablice nalazimo da je £ (%) =

1/s%, a primenom teoreme pomeranja dobijamo da je £ (%et) = ﬁ Na isti nac¢in
zaklju¢ujemo da je £7! (ﬁ = %e_%), pa je trazena funkcija data sa f(t) = %et +
%t‘ie*%. c) Neka je F data funkcija (slika), a f trazena funkcija (original). Kako je
/
s 1-s° 1+ 8% —25° . R

<(52+1)) = e = EEEE = L(sint) — 2F(s), a 55 = L(cost), prema
teoremi o izvodu slike imamo da je f(t) = % (sint + tcost).

92. Naéi inverznu LAPLACEovu transformaciju slede¢ih funkcija: a) m; b)

2 3 . ¢) s2—4s45. d) 35t +652+245478
(s—1)3 (s—2)2+9” (s—1)3 > s6+455+13s4

[ a) Zsin3t — 2tcos3t; b) t’e’ — e* sin3t; ¢) (t —1)%e’; d) e **sin3t +¢°. ]

93. Primenom ra¢una ostataka naéi inverznu LAPLACEovu transformaciju funkcije: a)

2 2
s . s —17 1. 1 . s .
si—1" b) s34+2524+17s C) s3—-87 d) s5+553+4s? e) (s249)3°

e2t

[a) %(cht—cost); b) 2¢ "cosdt —1¢) & — ;’—; (cost\/g—i— \/gsint\/g);
d) 1 — 1cost+ 15 cos2t; e) 515 (9% sin 3t — 3t cos 3t + sin 3t). ]

94. Odrediti funkciju f(t), ako je

n!
LI = it erny €N

[(L—e)"]
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+oo
c
95. Ako se funkcija F' moze predstaviti u obliku LAURENTovog reda F(s) = Z Tj_l,
S
n=0
+oo m
onda je ova funkcija slika funkcije f(t) = Z Cn—- Dokazati.
= !
Resenje. Dokaz izlazi iz formule £(t") = Fs(:ill) = sffrl i osobine linearnosti.
96. Naci inverznu LAPLACEovu transformaciju funkcije F'(s) = NEERE
s+

Resenje. Razvojem u binomni red dobijamo da je

1 N2 1R c1y 1 R L en-1)
F(s) = s (1 + 872) s Z_;) n PE z_:o(_l) 2npls2ntl’

Dalje, primenom ideje kao u zadatku 95, dobija se original u obliku

n=0

Ova funkcija nije elementarna, ali ima znacajne primene u elektrotehnici. Ona se oznacava
sa Jo 1 pripada familiji BEssELovih funkcija.

97. Naéi funkciju y koja zadovoljava diferencijalnu jednaéinu y” +y = 4e?, sa pocetnim
uslovima y(0) =41 ¢'(0) = —3.

ReSenje. Neka je Y(s) = L(y(¢). Primenom LAPLACEove transformacije na obe

strane date jednagine, dobijamo transformisanu jednacinu s?Y (s) — 4s + 3 + Y (s) = =,
odakle je Y(s) = m + g;j = %. Razlaganje na parcijalne razlomke je
oblika

45 —Ts+7 A Bs+C

= dakle je 4s”— = A(s*+1)+(B —1).
GG D) s—1+ s 1 odakleje ds Ts+7 (s"+1)+(Bs+C)(s—1)
Ako u poslednju jednakost stavimo s = 1, dobijamo da je A = 2, a ako stavimo s = 1,
dobijamo jednakost 3 — 7i = —B 4+ i(C' — B) — C, odnosno —-B—C =31 —-B+C = -7,
odakle je B =21 C = —5. Prema tome, imamo da je
2 2s 5

Y(s) = g + 1 — T odnosno y:2et+2(:ost—5sint.

98. Naci opste resenje jednatine y” +y = g(t), gde je g(t) =0zat < 01 g(t) = — cost
zat> .

Resenje. Funkcija g moZe se predstaviti u obliku g(t) = cos(t — 7)H(t — 7), pa je

ST

njena LAPLACEova transformacija datasa G(t) = e~ . LAPLACEova transformacija

s
s24+1
% 4 b +e 7
s2+1 s241

b =y'(0). Odavde je opste resenje dato sa y = acost + bsint +

redenja diferencijalne jednacine je Y (s) = 7 gde je a = y(0),

S
(s2+1
P in(t—m) H(t — 7).
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99. Nadi funkciju y koja zadovoljava diferencijalnu jednaéinu y” — 3y’ = —2cost, sa

pocetnim uslovima y(0) =11 ¢/(0) = 1.
[y =cost+sint ]

100. Nadi partikularno resenje diferencijalne jednac¢ine y” — 2y’ +y = 6te’, sa pocetnim
uslovima y(0) = 11¢/(0) = 2.

[y=e'(t®+t+1)]

101. Na¢i partikularno resenje diferencijalne jednacine y” + 4y’ + 5y = e’(18 cos 2t —
6sin 2t), sa pocetnim uslovima y(0) = 11 ¢'(0) = 3.

[y = e’(cos 2t + sin 2t) ]

102. Nadi partikularno regenje diferencijalne jednacine y” + ¢y’ — 6y = e~ 3*(12cos? t +
14sin 2t — 6), sa pocetnim uslovima y(0) = 01 y/(0) = 8.

[y =2e* + e 3 (cos 2t — sin 2t — 3) |

103. Resiti diferencijalnu jednacinu y” — 4y’ + 4y = 8e*' + 8 cos 2t + 82, gde je y(0) =
y'(0) =0.

[y=4e* >+t — 1)+ 2t + 4t + cos 2t + 3 ]

104. Resiti diferencijalnu jednac¢inu y” — 3y’ + 2y = (7t —12) cost+ (t— 1) sin ¢, uz uslove
y(0) =0, y'(0) = 5.

[ y=-e' +e* 4 (t —2)cost — (2t — 1)sint. |

105. Resiti diferencijalnu jednacinu y'”' —6y” + 11y’ — 6y = 0, gde je y(0) = 0, y'(0) = 2,
y/(0) =0.

[y = —be" + 8% — 3¢ ]

106. Resiti diferencijalnu jednacinu y(*) — y = —4e~*, sa pocetnim uslovima y(0) = 3,
y'(0) = =2,4"(0) = =1, y"(0) = —2.

[y=e'+e '+ cost—sint —te'. |
107. Naéi opste resenje diferencijalne jednacine y + 2y’ +y = t.
[y=(C1+Cot)e " +t—2]
108. Naéi opste resenje diferencijalne jednacine y” — 4y’ + 4y = 8t2.
[y = (C1+ Cat)e® 4+ 2% + 4t + 3]

109. Resiti diferencijalnu jednacinu y”(t) — 4y'(¢) + 3y(t) = f(t), gde je f proizvoljni
original, i gde je y(0) =014/'(0) = 1.
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[y(t) = L — ety + L / (€ — ) f(t - u) du. |

110. Nadéi funkcije ¢t — z(t) i t — y(t) tako da je
b=y +4t, §=ax+4de, z(0) = 4,y(0) = 0.
[z =3e"+5e " + 2te’ — 4, y = 5e" — 5e " + 2te’ — 4t. |
111. Naéi partikularno reSenje sistema:
=y, y=u, x(0) =0,%(0) = 4,y(0) = 0,y(0) = 0.
[z=¢"—e " +2sint,y=e" —e " —2sint ]
112. Nagéi partikularno reSenje sistema:
T+x—2y=0, Y+ x—1y = coswt,

gde je £(0) = y(0) = 0 i w je proizvoljan realan broj. Da li su funkcije z i y
neprekidne po parametru w?

[ Ako je
w # 1, onda je z(t) = —# (cost — coswt), y(t) = —g— (cost — coswt — sint + wsin wt).
Ako je w =1, onda je z(t) = tsint, y(t) = 3 (tcost +sint + tsint. ReSenja su neprekidne
funkcije parametra w. |

t
113. Resiti integralnu jednacinu y(t) = sint + 2/ cos(t — u)y(u) du.
0

Resenje. Prema teoremi o konvoluciji, imamo da je

c (/0 cos(t — u)y(u) du) = SQily(s),

gde je Y(s) = L(y(t)). Transformisana jednacina glasi Y (s) = ﬁ, pa je y(t) = te’.

114. Odrediti u obliku stepenog reda funkciju ¢ — y(¢) koja zadovoljava jednaginu
y'(t) =2y (t=2)+y(t—4)=t, y(0)=y'(0)=0, y(t)=0zat<O0.
Resenje. Ako je F(s) LAPLACEova transformacija funkcije y, primenom teoreme

kasnjenja dobijamo
$2F(s) +2se 2 F(s) +e *F(s) = 1

52’
odakle izlazi

—2 +oo . +oo
1 1 e -2\ e (=D)"(n+1)e>"*
F(s) = s2(s + e—29)2 T4 <1+ s ) :Z(n) sntd :Z gnta :

n=0 n=0

“+ oo

n — n+3
Odavde je y(t) = Z(_l)ﬂ( + 1(31(1 3)2! )
n=0

Primedba. Jednacine ovog tipa zovu se diferencijalno-diferencne jednacine.

6.3 Fourierova transformacija





